ENSIMAG 1A Kévin Polisano

Corrigé examen d’Analyse pour l'ingénieur - Session 2
Lundi 26 janvier 2015 - 2h

Exercice 1 Soit F' = €°([0,1],R) et E = {¢ € €%([0,1],R), ¢(0) = ¢(1) = 0} munis des normes :
[flloe = S IF@] f € F, et|lolle =1£0) + ll¢" .0 € E
€10,

- Montrer que pour tout ¢ € E, [l¢]lsc < [|¢'[loo, puis que [[¢'[loc < [|¢l| -
Vérifier que ¢ — ||¢||g est bien une norme sur E.

. Montrer que Papplication § : E — F, définie par G(p) = ¢ — ¢? est différentiable sur E et calculer sa
différentielle en ¢ € E, appliquée a h € E.

. L’application G est-elle de classe G ?
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Exercice 2 On considére une fonction g : R? — R? de la forme

g@w%:AlMx+ﬂ—ﬂwdﬂﬁ
o h € COR) et a € L'(0,1).

1. Soit (z,y) € R?. Montrer que la fonction t — h(tx + (1 — t)y) est bornée sur [0, 1].

2. Montrer que g est continue sur R2.

Indication : étant donné deux suites convergentes (Zn)n>0, (Yn)n>0 vers « et y, on pourra étudier limy,— 4 oo g(Zn, yn)
par convergence dominée.

3. On suppose maintenant h € C'(R). Montrer que g est dérivable suivant x et y, et exprimer ses dérivées
partielles a 'aide d’intégrales.

4. On pose h = f" avec f' € CL(R), et a = 1. Montrer que
@ -10) .,

9(93, y) = T—y
f(=) siz=y

Quelle est la régularité de g ?
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Exercice 3 1. Montrer que la transformée de Fourier de la fonction h(x) = e~1®l (z € R) est :

“ 2
h(l/):m, vrelR

En déduire la transformée de Fourier de la fonction h, définie par :
ho(z) = e~ (a > 0)

2. Pour a >0 et t € R, on définit la fonction :

e—2i7rtac la]
t)= | ————e 47l
En utilisant la question précédente et le théoréme de Fubini (justifié!), montrer que
a
=[] — e lulg
1) = | e M

3. Calculer la limite de f,(t) quand a — 0 dans chacune des expressions précédentes.

4. En déduire la transformée de Fourier de la fonction :

1

9(w) = 1+ 4n222
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FIGURE 1 - Tracé des fonctions g,, pour n = 1..10 (en rouge) qui convergent vers ¢ — e~ Il (en vert)

Exercice 4 Soit (f,)n>0 une suite de £1(Q) (2 C RY ouvert) telle que

Z/ﬂlfnldu < +o00

nez

alors Z fn converge presque partout sur ) et
nez

Z/anduz/gz:fndu

nez nez
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