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1 Préliminaires1.1 Construction du tore de R3Dé�nition : Un tore est la surface ∑a,R engendrée par la rotation d'un cercle C de rayon Rautour d'une droite a�ne située dans son plan à une distance a de son centre. On prendra R < a.Cercle bleu : ϕ↦ ⎛⎜⎝
a +R cosϕ

0

R sinϕ

⎞⎟⎠. Par rotation : (ϕ, θ) ↦ ⎛⎜⎝
cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
a +R cosϕ

0

R sinϕ

⎞⎟⎠.Donc ∑a,R paramétré par (ϕ, θ) z→M = O + (a +R cosϕ)u⃗ +R sinϕk⃗ où { u⃗ = cos θi⃗ + sin θj⃗

v⃗ = sin θi⃗ − cos θj⃗
.

1.2 Plan tangent
Tm ∶ X cosϕ0 +Z sinϕ0 − (a cosϕ0 + r)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Φ(X,Y,Z)

= 0

F (ϕ, θ) = Φ(x(ϕ, θ), y(ϕ, θ), z(ϕ, θ)) = (a +R cosϕ) cos θ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x(ϕ,θ)

cosϕ0 +R sinϕ´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
z(ϕ,θ)

sinϕ0 − (a cosϕ0 +R)
ρτ − σ2 = R cosϕ0(a +R cosϕ0)

−π
2
< ϕ0 <

π
2
∶ points elliptiques, ϕ0 = ±π

2
∶ points paraboliques, π

2
< ϕ0 <

3π
2
∶ points hyperboliques.
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2 Etude analytique des cercles de Villarceau2.1 Présentation du problème

2.2 Plan bitangent

Dans le plan x = 0 :
Dα A2

A1

R

C2

C1

a
α

{ α = arcsin (R
a
)

Pα ∶ z = tan(α)y { (y − a)2 + z2 = R2 (C1)(y + a)2 + z2 = R2 (C2) { A1(a cos2 α,a sinα)
A2(−a cos2 α,−a sinα cosα) dans (O; j⃗, k⃗)
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2.3 Equation des cercles
▸ Pα munit du repère orthonormé R = (O, i⃗, sinα j⃗ + cosα k⃗).
M(x, y, z) ∈ Pα dans (O, i⃗, j⃗, k⃗) ⇐⇒ (x,

y
cosα) dans R ; en e�et:

ÐÐ→
OM = x⃗i + yj⃗ + y tanα k⃗ = x⃗i + y

cosα
(sinα j⃗ + cosα k⃗)

M ∈ Pα ∩Σa,R ⇐⇒ { z = y tanα(x2 + y2 + z2 + a2 −R2)2 = 4a2(x2 + y2)
⇐⇒ (X2 + Y 2 + a2 −R2)2 = 4a2(X2 + Y 2 cos2 α)
⇐⇒ (X2 + Y 2)2 − 2(a2 +R2)X2 + 2(a2 −R2 − 2a2 cos2 α)Y 2 + (a2 −R2)2 = 0

⇐⇒ (X2 + Y 2)2 − 2(a2 +R2)X2 + 2(−a2 +R2)Y 2 + (a2 −R2)2 = 0

⇐⇒ (X2 + Y 2 + uX + vY +w)(X2 + Y 2 + u′X + v′Y +w′) = 0

Pα ∩Σa,R est la réunion dans R de (X −R)2 + Y 2 = a2 et (X +R)2 + Y 2 = a2

▸ Paramétrisation des cercles de Villarceau :Celle du tore : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ x = (a +R cosϕ) sin θ

y = (a +R cosϕ) cos θ

z = R sinϕ

et l'équation du plan z = tanαy⇔ z = R√
a2−R2

y, d'où :
R sinϕ

√
a2 −R2 −R(a +R cosϕ) cos(θ) = 0⇔ cos θ =

√
a2 −R2 sinϕ

a +R cosϕ

sin θ = ε
√

1 − cos2 θ = ε

¿ÁÁÀ(a +R cosϕ)2 − (a2 −R2) sin2 ϕ(a +R cosϕ)2 = ε
a cosϕ +R

a +R cosϕ

γε(ϕ) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = ε(a cosϕ +R)
y =
√

a2 −R2 sinϕ

z = R sinϕ

4



2.4 Représentation dans l'espace

� Intersection du tore avec les sphères de centres Ωε(εR,0,0) et de rayon a.En e�et γε appartient bien à ces shères :
Ωεγε(ϕ)2 = a2 cos2 ϕ + (a2 −R2) sin2 ϕ +R2 sin2 ϕ2 = a2

5



3 Construction d'une épure

� Comment obtenir le cinquième point ?
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4 Démonstration algébrique4.1 Espace projectifDé�nition : Soit E un K-espace vectoriel non réduit à {0}. On dé�nit sur E − {0} la relation :
xRy⇔ ∃λ ∈ K

∗, x = λyL'espace projectif sur E est l'ensemble quotient de E − {0} par la relation d'équivalence R.Exemple : l'espace projectif de R3.
(P ′)

(P )

(d) O

r

m

n

R

N

M

� On se place dans l'espace projectif complexe quotient de C4−{(0,0,0,0)} par R. On l'identi�eà C3 (en associant à (x, y, z) la classe d'équivalence (x, y, z,1)), complété par un plan à l'in�niensemble des classes d'équivalence des vecteurs de la forme (X,Y,Z,0).4.2 Points cycliquesDé�nition : Les points cycliques d'un plan sont les points à l'in�ni de tous ses cercles.Propriété n°1 : Les coordonnées (projectives) des points cycliques sont (1, i,0) et (1,−i,0).Preuve : (x − a)2 + (y − b)2 = R2. x = X
Z
et y = Y

Z
: (X − aZ)2 + (Y − aZ)2 = R2Z2.Dé�nition : L'ensemble de tous les points cycliques de tous les plans est l'ombilicale.Propriété n°2 : L'ombilicale est la courbe du plan à l'in�ni d'équation X2+Y 2+Z2 = 0 (et T = 0).Preuve : De même (x−a)2+(y−b)2+(z−c)2 = R2⇒ (X −aT )2+(Y −bT )2+(Z −aT )2 = R2T 2.
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Propriété n°3 : L'intersection d'un tore avec le plan à l'in�ni est l'ombilicale (comptée 2 fois).Preuve : On homogénéise et on obtient (X2 + Y 2 +Z2 + (a2 −R2)T 2)2 − 4a2T 2(X2 + Y 2) = 0.Propriété n°4 : L'intersection d'un plan tangent en un point régulier à une surface algébriqueet de cette surface est une courbe algébrique de même degré que la surface, admettant un pointdouble au point de tangence.Théorème de Bézout : L'intersection de deux courbes algébriques de degrés m et n (n'ayantpas de composante commune) se fait en mn points (en comptant les multiplicités).4.3 Preuve du théorème de VillarceauThéorème : L'intersection d'un tore avec un plan bitangent est la réunion de deux cercles.Preuve : ▸ L'intersection est une quartique admettant quatre points doubles.
▷ 2 points doubles réels d'après la propriété n°4.
▷ 2 points cycliques issue de l'intersection du plan bitangent (projectif) avec le tore (projectif).
▸ Une quartique admettant quatre points doubles est la réunion de deux coniques.
▷M1,M2,M3,M4 les 4 points doubles sus-cités. M5 ∈ Q. C conique passant par ces cinq points.Tenant compte des multiplicités cela signi�e que C ∩Q contient au moins 9 points donc C ⊂ Q.
▷ On recommence avec un point M ′

5
∈ Q/C et une conique C′ passant par ces points.

▸ Une conique passant par les points cycliques est un cercle.
▷ aX2 + bXY + cY 2 + dXZ + eY Z + fZ2 = 0 puis on Z = 0 on obtient : aX2 + bXY + cY 2 = 0.
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5 Loxodromie du toreDé�nition : les loxodromies d'une surface sont les courbes C1 tracées sur celle-ci, qui coupentles parallèles selon un angle constant, ÐÐ→OM =
Ð→
G(θ) =Ð→F (θ,ϕ(θ)).5.1 Mise en équation

▸ Un vecteur tangent à la courbe Ð→G(θ) est : Ð→dG

dθ
= (a+R cos ϕ)v⃗(θ)+ dϕ

dθ
(−R sin ϕ u⃗(θ)+R cos ϕ k⃗).

▸ Un vecteur tangent au parallèle de Σa,R passant par M est: (a +R cosϕ)v⃗(θ).La base (v⃗(θ),− sin ϕ u⃗(θ) + cosϕ k⃗) est orthonormée, dans celle-ci :
Ð→
V1 = (10) ,

Ð→
V2 = (a +R cos(θ)

Rdϕ

dθ

)On veut que (Ð→V1,
Ð→
V2) = β. Posons Ð→Vβ = (cosβ

sinβ
) et Ð→V ′β = (− cosβ

sinβ
). Deux situations possibles :

Ð→
V1

Ð→
V2Ð→

Vβ
det(Ð→V2,

Ð→
Vβ) = 0⇔ ∣a +R cos θ cosβ

Rdϕ

dθ
sinβ

∣ = 0⇔ (a +R cos θ) sinβ = R
dϕ

dθ
cosβ

β

Ð→
V1

Ð→
V2

Ð→
Vβ

Ð→
V ′β

det(Ð→V2,
Ð→
V ′β) = 0⇔ ∣a +R cos θ cosβ

Rdϕ

dθ
sinβ

∣ = 0⇔ (a +R cos θ) sinβ = −R
dϕ

dθ
cosβ

β

(a +R cosϕ)2 sin2 β = (Rdϕ

dθ
)2 cos2 β

cos2 β sin2 α(dϕ

dθ
)2 = sin2 β(1 + sinα cosϕ)2
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5.2 Résolution
▸ Choix : β = α.

cosα
dϕ

dθ
= (1 + sinα cosϕ)Changement de variable t = tan (ϕ

2
), dt = 1

2
(1 + t2)dϕ on a :

∫ cosα
dϕ

1 + sinα cosϕ
= 2Arctan

⎛⎝t
√

1 − sinα

1 + sinα

⎞⎠
θ = 2Arctan

⎛⎝
√

1 − sinα

1 + sinα
tan

ϕ

2

⎞⎠ puis ϕ(θ) = 2Arctan
⎛⎝
√

1 + sinα

1 − sinα
tan

θ

2

⎞⎠Un système d'équations paramétriques dans R0 de L est:
⎛⎜⎝
x = (a +R cos(ϕ(θ)) cos θ

y = (a +R cos(ϕ(θ)) sin θ

z = R sinϕ(θ)
⎞⎟⎠ ⇔

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x =
a cos2 α cos θ

1 − sinα cos θ

y =
a cos2 α sin θ

1 − sinα cos θ

z =
R cosα sin θ

1 − sinα cos θ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
pour θ ∈] − π,π]

r(θ) = a cos2 α

1 − sinα cos θ

▸ pour tout point M(x, y, z) de L, on a z = y tanα.
▸ L est inclus dans Pα ∩Σa,R.
▸ L est le cercle de Pα ∩Σa,R d'équation dans R: (X −R)2 + Y 2 = a2.Conclusion : les loxodromies d'angle α sont les cercles de Villarceau.
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6 Construction réelle des cercles de Villarceau6.1 Note historique et exemples architecturaux
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6.2 Réalisation pratique
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Premier marquage
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Second marquage
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