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Exerie 1 : Puissane de 7

Énoné :

Déterminer le dernier hi�re, en numération déimale, de :

N = 7 ↑↑ 7 = 77
7
7
7
7
7

C'est la notation des puissanes itérées de Knuth.

Résultats préliminaires :

(∗) On remarque une 2-périodiité de 7k
′

modulo 4 :

k′ ≡ 0[2] ⇒ 7k
′

≡ 1[4]
k′ ≡ 1[2] ⇒ 7k

′

≡ 3[4]

(∗∗) De même on remarque une 4-périodiité de 7k modulo 10 :

k ≡ 0[4] ⇒ 7k ≡ 1[10]
k ≡ 1[4] ⇒ 7k ≡ 7[10]
k ≡ 2[4] ⇒ 7k ≡ 9[10]
k ≡ 3[4] ⇒ 7k ≡ 3[10]

Posons alors K = 7 ↑↑ 5 qui est lairement impair et don d'après (∗) : K ≡ 1[2] ⇒ 7K ≡ 3[4]

On pose ainsi K ′ = 7K = 7 ↑↑ 6, on a K ′ ≡ 3[4] don d'après (∗∗) : 7 ↑↑ 7 = 7K
′

≡ 3[10].

D'où �nalement :

N ≡ 3[10]

Le dernier hi�re de 7 ↑↑ 7 est don 3.

Remarque : On pourrait prolonger indé�niment la tour de 7, le hi�re des unités resterait 3 à

haque itération.
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Exerie 2 : Diviseurs d'un entier

Énoné :

Soit n un entier naturel non nul, N le nombre de diviseurs de n et P le produit de es

diviseurs. Donner une relation entre n, N et P .

La déomposition en fateurs premiers de n s'érit :

n = pα1

1 · · · pαk

k

Un diviseur positif de n s'érit pβ1

1 · · ·pβk

k ave 0 ≤ βi ≤ αi.

Le produit des diviseurs s'érit don pγ11 · · · pγkk . Calulons les γi :

On �xe a ∈ {0, 1, ..., α1} ainsi il y a (α2 + 1) · · · (αk + 1) diviseurs de n pour lesquels β1 = a.

En multipliant tous es diviseurs on a don :

γ1 = (α2 + 1) · · · (αk + 1)

α1∑

a=0

a =
1

2
α1(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1) = α1

N

2

Par symétrie des r�les on a plus généralement :

γk = αk
N

2

D'où :

P = p
α1

N

2

1 · · · p
αk

N

2

k = (pα1

1 · · · pαk

k )
N

2 = n
N

2

On obtient la relation simple :

P 2 = nN

Exerie 3 : Sous-groupes distingués

Énoné :

On suppose onnu le théorème de Lagrange.Soit (G, .) un groupe �ni, H un sous-groupe de G.

Soit p le plus petit diviseur premier de Card(G). On suppose que

Card(G)
Card(H)

= p.

1) Soit R la relation dé�nie sur G par :

xRy ⇔ x−1y ∈ H

• R est ré�exive
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Soit x ∈ G on a x−1.x = e ∈ H ar H sous-groupe de G don xRx.

• R est symétrique

Soit (x, y) ∈ G2
, si xRy alors x−1y ∈ H .

Ainsi y−1x = (x−1y)−1 ∈ H ar H est un groupe, don yRx.

• R est transitive

Soit (x, y, z) ∈ G3
on a : xRy et yRz don x−1y ∈ H et y−1z ∈ H .

Puisque H est un groupe : (x−1y).(y−1z) ∈ H et par assoiativité x.z−1 ∈ H don xRz

On a don montré que R est une relation d'équivalene.

On note X = G/R et soit x ∈ G on note

x = {y ∈ G, xRy}
= {y ∈ G, x−1y ∈ H}
= {y ∈ G, x−1y = h, h ∈ H}
= {xh, h ∈ H}

On dé�nit également l'appliation suivante :

δ : H → x
h 7→ xh

L'appliation δ est une translation don est bijetive.

Par onséquent H et x sont équipotents et don Card(H) = Card(x).

De surroit on a l'union disjointe :

G =
⋃

x∈X

x

On en déduit :

Card(G) =
∑

x∈X

Card(x) =
∑

x∈X

Card(H) = Card(X)× Card(H)

Finalement :

Card(X) =
Card(G)

Card(H)
= p

2) Soit g ∈ G on dé�nit l'appliation :

ϕg : X → X
x 7→ gx

a) Soit x ∈ X on a ∀(a, b) ∈ G2
:

ϕa ◦ ϕb(x) = ϕa(ϕb(x)) = ϕa(bx) = a(bx) = (ab)x = ϕab(x)

3



Kévin Polisano Devoir de Mathématiques n�15

b) Pour montrer que ϕ est un morphisme de groupe de (G, .) dans (Bij(X), ◦) d'après e

qui préède il reste à montrer que ϕ est une permutation de X (don une bijetion). Puisque

l'ensemble de dé�nition et d'arrivée de l'appliation est le même on a même ardinal et don

il su�t de prouver l'injetivité.

Supposons que :

ϕg(x) = ϕg(y) ⇔ gx = gy

On a don gy ∈ gx soit :

(gx)R(gy) ⇔ (gx)−1(gy) ∈ H ⇔ x−1(g−1g)y ∈ H ⇔ x−1y ∈ H ⇔ xRy

Et don x = y d'où ϕ injetive.

Remarque : Puisque l'on a proédé par équivalene, on a montré au passage que l'appliation

est bien dé�nie.

) Par transport de struture on a Im(ϕ) qui est un sous-groupe de (Bij(X), ◦) (on montre

sans di�ulté que et ensemble muni de la loi de omposition est un groupe de ardinal p!).

Or d'après le théorème de Lagrange l'ordre de tout sous groupe divise l'ordre du groupe don :

Card(Imϕ)|p!

d) Soit g ∈ Kerϕ alors ϕg = IdX don ∀x ∈ X,ϕg(x) = x ⇔ gx = x d'où :

x ∈ gx ⇒ (gx)−1x ∈ H ⇒ x−1g−1x ∈ H

Puisque 'est valable pour tout x alors en partiulier pour x = e on obtient g−1 ∈ H ⇒ g ∈ H
ar H est un groupe.

On a montré que :

Ker(ϕ) ∈ H

3) Considérons la relation R′
dé�nie sur G par

xR′y ⇔ x−1y ∈ Ker(ϕ) ⇔ y = xKer(ϕ) ave xKer(ϕ) = {xk, k ∈ Ker(ϕ)}

On a alors x = xKer(ϕ) et G/R′ = {xKer(ϕ), x ∈ G}.

Pour tout x ∈ G l'appliation translation x 7→ xy est une bijetion de Ker(ϕ) dans Ker(ϕ).

Don Card(xKer(ϕ)) = Card(Ker(ϕ)). Par ailleurs G/R′
est une partition de G don :

Card(G) =
∑

a∈G/R′

Card(a) =
∑

a∈G/R′

Card(Ker(ϕ)) = Card(G/R′).Card(Ker(ϕ))

Par morphisme de ϕ on a :

ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ ϕ(x−1y) = IdX ⇔ x−1y ∈ Ker(ϕ) ⇔ xR′y
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D'après le théorème de la déomposition anonique d'une appliation, appliqué à ϕ on a une

bijetion entre G/R′
et Im(ϕ) don Card(G/R′) = Card(Im(ϕ)).

D'où �nalement :

Card(G) = Card(Imϕ).Card(Kerϕ)

4) Card(Imϕ) divise p! don Card(Imϕ) =
∏

i

ai ave 1 ≤ ai ≤ p.

Puisque Card(G) = Card(Kerϕ).Card(Imϕ) les ai divisent Card(G).

Or p étant le plus petit diviseur premier de Card(G) on a à fortiori un i0 tel que ai0 = p

et les autres égaux à 1 sinon un des ai diviserait Card(G) en étant plus petit que p, absurde.

D'où Card(Imϕ) = p puis ommeCard(G) = p.Card(H) on en déduit Card(H) = Card(Kerϕ).

Par ailleurs Kerϕ ⊂ H don H = Kerϕ qui est un sous-groupe distingué omme tout noyau

de morphisme.

Don on a bien :

∀x ∈ G, x−1Hx = H

Exerie 4 : Analogie entre espae vetoriel et groupe

Énoné :

Soit (G, .) un groupe abélien.

On suppose qu'il existe un entier naturel non nul n tel que xn = e pour tout x de G.

1) On suppose que n = ab ave a ∧ b = 1. On pose Ga = {xa, x ∈ G}.

Ga est non vide ar G est non vide ('est un groupe).

Soit (x1, x2) ∈ G2
a il existe (y1, y2) ∈ G2

tel que x1 = ya1 et x2 = ya2 .

Et ainsi x1.x2 = ya1 .y
a
2 = (y1.y2)

a
par ommutativité.

Or puisque (G, .) est un groupe y1.y2 ∈ G et par suite :

x1.x2 ∈ Ga

De plus soit x ∈ Ga il existe y ∈ G tel que x = ya.
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Par la struture de groupe y est inversible d'inverse y−1
.

Posons x−1 = (y−1)a ∈ Ga et alors :

x.x−1 = ya.(y−1)a = (y.y−1)a = ea = e

Don x est inversible dans Ga.

Il vient que (Ga, .) est un sous-groupe de (G, .).

On dé�nit de même Gb = {xb, x ∈ G}, montrons que ∀x ∈ G, ∃!(u, v) ∈ Ga ×Gb, x = uv.

Puisque a ∧ b = 1 d'après Bézout ∃(u1, v1) ∈ Z
2, au1 + bv1 = 1 et ainsi :

x = x1 = xau1+bv1 = (xu1)a
︸ ︷︷ ︸

u

. (xv1)b
︸ ︷︷ ︸

v

On pose alors x1 = xu1 ∈ G et y1 = xv1 ∈ G par stabilité de la loi ., e qui prouve l'existene.

On suppose qu'il existe également (x2, y2) ∈ G2
tel que x = xa

2.y
b
2.

On peut érire xa
1.y

b
1 = xa

2.y
b
2 que l'on élève à la puissane a :

xa2

1 .yn1 = xa2

2 .yn2

Or omme ∀x ∈ G, xn = e on a :

xa2

1 = xa2

2 ⇔ (x1.x
−1
2 )a

2

= e

Notons d l'ordre de l'élément x1.x
−1
2 alors deux hoses l'une :

d|ab et d|a2

En reprenant l'identité de Bézout on a :

au1 + bv1 = 1 ⇒ a2u1 + abv1 = a

Puisque d|ab et d|a2 alors d|a don il existe d1 ∈ Z tel que a = dd1.

Et on a par dé�nition de d :

(x1.x
−1
2 )d = e ⇒ (x1.x

−1
2 )dd1 = ed1 ⇒ (x1.x

−1
2 )a = e

On en déduit :

xa
1 = xa

2

Par symétrie des r�les on détermine de même :

yb1 = yb2

Ce qui prouve l'uniité.
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2) Soit k ∈ N
∗
tel que k∧n = 1. Montrons que l'appliation f : x 7→ xk

est un automorphisme

de G.

Soit (x, y) ∈ G2
on a par ommutativité :

f(x.y) = (x.y)k = xk.yk = f(x).f(y)

Don f est un endomorphisme de G.

Par ailleurs f est lairement surjetive, montrons qu'elle est injetive :

f(x) = f(y) ⇔ xk = yk ⇔ (x.y−1)k = e = (x.y−1)n

D'après le théorème de Lagrange soit k|n soit n|k, es deux as étant exlus puisque k∧n = 1.

Don il vient :

x.y−1 = e ⇔ x = y

f est injetive et par suite bijetive de G dans G.

Ces deux points montrent que l'appliation f est un automorphisme de G.

Exerie 5 : Résoudre des ongruenes linéaires

Énoné :

1) Résoudre les équations d'inonnue x dans Z :

a) 10.x ≡ 15[15]
b) 10.x ≡ 14[18]

2) Plus généralement si a et b sont des entiers relatifs et m un entier naturel non nul, omment

résoudre l'équation d'inonnue x :

a.x ≡ b[m]

1)a. L'équation 10.x ≡ 14[15] n'admet pas de solutions ar 10.x et 15 sont divisibles par 5
mais pas 14.

b. On herhe des entiers x tels qu'il existe k ∈ Z véri�ant 10x = 14 + 15k ⇔ 5x− 9k = 7.

Les entiers 5 et 9 sont premiers entre eux, et par l'algorithme d'Eulide on a : 2× 5− 9 = 1.

Cherhons alors tous les ouples véri�ant :

5u+ 9v = 1 ⇔ 5u+ 9v = 5× 2 + 9× (−1) ⇔ 5(u− 2) = 9(−1− v)
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Ainsi 5|9(−1− v) et 5 ∧ 9 = 1 don 5|(−1− v) don ∃k′ ∈ Z tel que v = −1 − 5k′
.

De même 9|5(u− 2) et 5 ∧ 9 = 1 don 9|(u− 2) don u = 2 + 9k′
.

On a don :

(2 + 9k′)× 5− (1 + 5k′)× 9 = 1

Multiplions ette dernière égalité par 7 :

(14 + 63k′)× 5− (7 + 35k′)× 9 = 7

Puis enore par 2 :

(14 + 63k′)× 10− (7 + 35k′)× 18 = 14

On a 63 = 3× 18 + 9 don modulo 18 :

• k′ = 0 et alors x = 14 onvient.

• k′ = 1 et x = 14 + 9 = 23 = 5 onvient.

• k′ = 2 et x = 14 + 18 = 14 déjà pris.

On en déduit que les seules solutions sont :

x ≡ 5[18]
x ≡ 14[18]

2) Montrons que l'équation ax ≡ b[m] admet des solutions si et seulement si pgcd(a,m)|b.

• Notons d = pgcd(a,m) ainsi a = da′ et m = dm′
;

ax ≡ b[m] ⇔ ∃k ∈ Z, ax−mk = b ⇔ d(a′x−m′k) = b

Don la ondition d|b est néessaire.

• Supposons alors d|b, d'après l'algorithme d'Eulide étendu il existe (u, v) ∈ Z
2
tel que :

au+mv = d

Puisque d|b il existe α ∈ Z tel que b = dα d'où :

(αu)a+ (αv)m = b

Et don x0 = αu = bu
d
est solution.

Don la ondition d|b est su�sante.

L'ensemble des solutions est {x0 + k n
d
, k ∈ Z}.
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Exerie 6 : Liberté d'une famille

Énoné :

Soit n un entier naturel non nul ; pour tout k ∈ [0, n], fk : R → R est dé�nie par :

fk(x) = cosk(x). sinn−k(x)

Étudions la liberté de la famille (fk)0≤k≤n.

Soit (λ0, ...λn) des salaires tels que :

λ0 sin
n(x) + λ1 cos(x) sin

n−1(x) + · · ·+ λn−1 cos
n−1(x) sin(x) + λn cos

n(x) = 0

Évaluons ette expression en x = 0, les sinus s'annulent et il reste :

λn cos
n(0) = 0 ⇒ λn = 0

Évaluons désormais en x = π
2
, les osinus s'annulent et il reste :

λ0 sin
n(
π

2
) = 0 ⇒ λ0 = 0

On a don à e stade :

λ1 cos(x) sin
n−1(x) + · · ·+ λn−1 cos

n−1(x) sin(x) = 0

On fatorise par sin(x) et on évalue de nouveau en x = 0 on en tire λn−1 = 0.

De même en fatorisant par cos(x) et en évaluant en x = π
2
il vient λ2 = 0.

De prohe en prohe tous les oe�ients s'annulent par ette méthode :

∀k ∈ [0, n], λk = 0

On en onlut que la famille (fk)0≤k≤n est libre.
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