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Problème

Énoné :

Le but du problème est de déterminer un équivalent de la suite dé�nie par :

∀n ∈ N, un(α) =
1

(

2n
n

)α

[

2n
∑

k=0

(

2n

k

)α
]

où α > 0

On admet que :

lim
x→+∞

∫ x

0

e−t2dt =

√
x

2

On pose :

∀n ∈ N
⋆, vn(α) =

n
∑

k=1

e−αk
2

n

Dans tout le problème r est un réel tel que

1

2
< r < 1.

1.a La fontion f : x 7→ e−αx
2

n dx est déroissante sur tout intervalle [k, k + 1] don :

∀x ∈ [k, k + 1], f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k)

En intégrant entre k et k + 1 on a :

f(k + 1)(k + 1− k) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k)(k + 1− k)

On somme la deuxième inégalité :

n
∑

k=1

∫ k+1

k

f(x)dx ≤
n
∑

k=1

f(k)

Et par linéarité de l'intégrale on obtient :

∫ n+1

1

f(x)dx ≤
n
∑

k=1

f(k)
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En faisant de même sur le segment [k − 1, k] on a l'autre inégalité, don �nalement :

∀n ∈ N
⋆,

∫ n+1

1

e−αx
2

n dx ≤ vn(α) ≤
∫ n

0

e−αx
2

n dx

b. En e�etuant le hangement de variable x =
√

n
α
t ⇒ dx =

√

n
α
dt on se ramène à :

√

n

α

∫ (n+1)
√

α

n

√
α

n

e−t2dt ≤ vn(α) ≤
√

n

α

∫ n
√

α

n

0

e−t2dt

Les bornes inférieures tendent vers 0 et les supérieures vers +∞ don d'après le résultat sur

l'intégrale de Gauss :

vn(α) ∼
1

2

√

nπ

α

2.a Par déroissane de f on a :

∀k ∈]n′, n], f(k) ≤ f(n′)

Ainsi :

n
∑

k=1

f(k)−
n′

∑

k=1

f(k) ≤ nf(n′)−
n′

∑

k=1

f(k) ≤ nf(n′)

Soit :

∑

n′<k<n

e−αk
2

n ≤ ne−αn
′2

n

Puis on hoisit n′ ≥ nr
d'où :

∑

n′<k<n

e−αk
2

n ≤ ne−αn2r−1

b. Puisque 0 < r < 1
2
on a l'inégalité :

0 ≤ vn(α)−
∑

1≤k≤nr

e−αk
2

n ≤ ne−αn2r−1

Or par roissane omparée :

lim
n→+∞

ne−αn2r−1

= 0

Don par enadrement on a :

lim
n→+∞

(

vn(α)−
∑

1≤k≤nr

e−αk
2

n

)

= 0

Et don :

∑

1≤k≤nr

e−αk
2

n ∼ vn(α)
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3.a On a d'après

(

2n

n + k

)

=

(

2n

2n− (n + k)

)

=

(

2n

n− k

)

:

n
∑

k=1

(

2n

n+ k

)α

=

n
∑

k=1

(

2n

n− k

)α

Puis en e�etuant le hangement de variable k′ = n− k on a :

n
∑

k=1

(

2n

n+ k

)α

=

n−1
∑

k=0

(

2n

k

)α

De même ave le hangement de variable k′ = n + k on obtient :

n
∑

k=1

(

2n

n+ k

)α

=

2n
∑

k=n+1

(

2n

k

)α

Ainsi :

2

n
∑

k=1

(

2n

n+ k

)α

+

(

2n

n

)α

=

2n
∑

k=0

(

2n

k

)α

Soit en divisant par

(

2n
n

)α
:

2
(

2n
n

)α

[

n
∑

k=1

(

2n

n+ k

)α
]

+ 1 =
1

(

2n
n

)α

[

2n
∑

k=0

(

2n

k

)α
]

D'où :

un(α) =
2

(

2n
n

)α

[

n
∑

k=1

(

2n

n+ k

)α
]

+ 1

b) Travaillons sur l'expression de pn(k) :

pn(k) =

k−1
∏

j=1

(

1− j

n

)

k
∏

j=1

(

1 + j

n

)

= n

k−1
∏

j=1

(n− j)

k
∏

j=1

(n+ j)

= n

(n−1)!
(n−k)!

(n+k)!
n!

= n

n!
n(n−k)

(n+k)!
n!

=
n!2

(n+ k)!(n− k)!
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On a don en multipliant par (2n)! :

(2n)!

(n+ k)!(n− k)!
=

(2n)!

(n!)2
pn(k)

Soit �nalement :

∀k ∈ [1, n],

(

2n

n+ k

)

=

(

2n

n

)

pn(k)

4.a Soit t ∈ [0, 1[ et x ∈ [0, t], onsidérons les fontions :

a : x 7→ ln(1 + x)− ln(1− x)− 2x
b : x → ln(1 + x)− ln(1− x)− 2x

1−t2

c : x 7→ ln(1 + x)− x+ x2

2

d : x 7→ ln(1 + x)− x

Ces quatre fontions sont dé�nies et dérivables sur [0, 1[ et on a :

∀x ∈ [0, 1[, a′(x) =
1

1 + x
+

1

1− x
− 2 =

2x2

1− x2
> 0

∀x ∈ [0, t[, b′(x) =
1

1 + x
+

1

1− x
− 2

1− t2
=

2

1− x2
− 2

1− t2
< 0

ar

0 ≤ x ≤ t < 1 ⇒ 0 ≤ x2 ≤ t2 < 1 ⇒ 0 < 1− t2 ≤ 1− x2 ≤ 1 ⇒ 0 <
1

1− x2
≤ 1

1− t2
≤ 1

∀x ∈ [0, 1[, c′(x) =
1

1 + x
+ x− 1 =

x2

1 + x
> 0

∀x ∈ [0, 1[, d′(x) =
1

1 + x
− 1 = − x

1 + x
< 0

Les fontions a et c sont stritement roissantes ave a(0) = c(0) = 0 don positives sur

[0, t[⊂ [0, 1[.

Les fontions b et d sont stritement déroissantes ave b(0) = d(0) = 0 don négatives [0, t[.

D'où les inégalités :

2x ≤ ln(1 + x)− ln(1− x) ≤ 2x
1−t2

(1)

x− x2

2
≤ ln(1 + x) ≤ x (2)

b) Commençons par remarquer que :

ln(pn(k)) =
k−1
∑

j=1

ln

(

1− j

n

)

−
k
∑

j=1

ln

(

1 +
j

n

)

On hoisit alors x = j

n
dans (1) et sommons de 1 à k − 1 on obtient :

(k − 1)k

n
≤ − ln(pn(k))− ln

(

1 +
k

n

)
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Or d'après (2) on a − ln
(

1 + k
n

)

≤ k2

2n2 − k
n
d'où :

k2

n
− k

n
≤ − ln(pn(k)) +

k2

2n2
− k

n

Soit :

ln(pn(k)) +
k2

n
≤ k2

2n2

En multipliant par α > 0 on a :

ln(pn(k)
α) + α

k2

n
≤ α

k2

2n2

En�n en passant à l'exponentielle :

pn(k)
αeα

k
2

n ≤ eα
k
2

2n2

5.a En utilisant les questions 3.a et 3.b on peut érire :

un = 2

n
∑

k=1

pn(k)
α + 1 =

n
∑

k=1

e−αk
2

n

(

pn(k)
αeα

k
2

n

)

Et don

un(α)− 2vn(α) = 2
∑

1≤k≤n

e−αk
2

n

(

pn(k)
αeα

k
2

n − 1
)

+ 1

On sinde la somme en deux parties :

un(α)− 2vn(α) = 2
∑

1≤k≤nr

e−αk
2

n

(

pn(k)
αeα

k
2

n − 1
)

+

[

2
∑

nr≤k≤n

pn(k)
α − 2

∑

nr≤k≤n

e−αk
2

n + 1

]

D'après 2.a on a : lim
n→+∞

∑

nr≤k≤n

e−αk
2

n = 0 et d'après 4.

∑

nr≤k≤n

pn(k)
α
est négligeable devant

vn(α) en +∞. La onstante 1 étant bien évidemment négligeable devant vn(α), en notant o(vn)
la quantité entre rohet on a bien :

un(α)− 2vn(α) = 2
∑

1≤k≤nr

e−αk
2

n

(

pn(k)
αeα

k
2

n − 1
)

+ o(vn)

où o(vn) est une suite négligeable devant vn(α) quand n tend vers +∞.

5.d D'après la question préédente, en reportant dans 5.a on a quand n → +∞ :

un(α)− 2vn(α) = o(vn(α)) ⇒ un(α) ∼ 2vn(α)

Et on en onlut �nalement que :

un(α) ∼
√

nπ

α
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5.e Une autre méthode que elle proposée est d'utiliser la formule de Striling :

n! ∼
√
2πn

(n

e

)n

On veut l'équivalent de :

(

2n

n

)

=
(2n)!

(n!)2

Or d'après la formule :

(2n)! ∼ 2
√
πn

(

2n

e

)2n

et (n!)2 ∼ 2πn
(n

e

)2n

D'où par quotient d'équivalent :

(

2n

n

)

∼ n2n

√
πn

=
n2n− 1

2

√
π
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