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Exerie 1 : Dénombrement et oeffiients binomiaux

Énoné :

Soit un retangle de longueur n (n entier naturel) et de largeur 2. On prend des petits

retangles de longueur 2 et de largeur 1. On herhe à expliiter le nombre de possibilités,

pour n donné, de reouvrir le grand retangle par des petits ne se hevauhant pas et à en

déduire une relation liant les oe�ients binomiaux.

1)a) Dans un retangle 2× n dénombrons le nombre de possibilités :

Pour n = 2 nous avons deux possibilités, pour n = 3 trois possibilités, pour n = 4 inq..et

Il semblerait que haque terme soit la somme des deux préédents.

En e�et soit an le nombre de possibilités dans un retangle 2 × n, raisonnons sur la position

du dernier retangle :

• Soit le dernier retangle est vertial, alors l'avant dernier peut être vertial ou horizontal,

don il y a an−1 possibilités dans le retangle 2× (n− 1) ('est-à-dire le retangle 2× n privé

du dernier retangle vertial).

• Soit le dernier retangle est horizontal, alors néessairement l'avant dernier est horizontal

également. Ainsi le n − 2 ème retangle est soit horizontal soit vertial, don il y a an−2 pos-

sibilités dans le retangle 2× (n− 2) ('est-à-dire le retangle 2× n privé des deux retangles

horizontaux).

On a don bien la relation de réurrene :

∀n ≥ 1, an = an−1 + an−2

Il s'agit de la suite de Fibonai, la relation aratéristique assoiée est :

r2 − r − 1 = 0
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Les raines de e trin�me sont :

{

r1 =
1−

√
5

2

r2 =
1+

√
5

2

D'où :

an = λrn1 + µrn2

Les premiers termes permettent d'identi�er les onstantes λ et µ don �nalement :

an =
5−

√
5

10

(

1−
√
5

2

)n

− 5 +
√
5

10

(

1 +
√
5

2

)n

b) Montrons par réurrene double que an+1 =

+∞
∑

k=0

(

n− k

k

)

:

Initialisation :

+∞
∑

k=0

(

0− k

k

)

= 1 et a1 = 1

+∞
∑

k=0

(

1− k

k

)

= 1 et a2 = 1

On suppose la propriété vraie aux rangs n et n+ 1 montrons qu'elle le reste au rang n+ 2 :

D'après la formule du triangle de Pasal on peut érire :

+∞
∑

k=0

(

(n+ 2)− k

k

)

=

+∞
∑

k=0

(

(n+ 1)− k

k

)

+

(

(n+ 1)− k

k − 1

)

Et puisque

(

n+1

−1

)

= 0 alors :

+∞
∑

k=0

(

(n+ 2)− k

k

)

=

+∞
∑

k=0

(

(n+ 1)− k

k

)

+

+∞
∑

k=1

(

n− (k − 1)

k − 1

)

On établit le hangement de variable k′ = k − 1 d'où :

+∞
∑

k=0

(

(n + 2)− k

k

)

=
+∞
∑

k=0

(

(n+ 1)− k

k

)

+
+∞
∑

k′=0

(

n− k′

k′

)

Et d'après les hypothèses de réurrene il vient :

∞
∑

k=0

(

(n+ 2)− k

k

)

= an+2 + an+1

Or d'après la question préédente an+2 + an+1 = an+3 don :

∞
∑

k=0

(

(n + 2)− k

k

)

= an+3
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La propriété est vraie aux rang 0 et 1 et est héréditaire sur N don :

∀n ∈ N, an+1 =
+∞
∑

k=0

(

n− k

k

)

2) La question préédente permet d'a�rmer que haque terme de la suite de �bonai est égale

à la somme des termes d'une diagonale du triangle de Pasal.

Exerie 2 : Équivalent d'une suite définie impliitement

Énoné :

On donne a et α des réels stritement positifs. Pour n entier naturel, on onsidère la fontion :

φn : R\{0, · · · , n} −→ R

x 7−→ a
x
+ 1

x−1
+ · · ·+ 1

x−n

Le but de l'exerie est de déterminer un équivalent de xn raine de l'équation φn(x) = α.

a) La fontion φn est ontinue stritement déroissante omme somme de fontions stritement

déroissantes, elle est don bijetive de R\{0, · · · , n} dans R. De plus elle est stritement

positive sur ]n,+∞[ de limite nulle don :

∃!xn ∈]n,+∞[, φn(xn) = α

b) Soit λ ∈]0, 1[ on a :

φn

(n

λ

)

=
λa

n
+ λ× 1

n

n
∑

k=1

1

1− λ k
n

On reonnait une somme de Riemann, ainsi en passant à la limite il vient :

lim
n→+∞

φn

(n

λ

)

= λ×
∫

1

0

1

1− λx
dx = − ln(1− λ)

Par ailleurs la fontion x 7→ − ln(1 − x) est ontinue stritement roissante sur ]0, 1[ à valeur

dans ]0,+∞[ don bijetive.

Il existe don un unique λ0 tel que :

− ln(1− λ0) = α

Don :

lim
n→+∞

φn

(

n

λ0

)

= α = φn(xn)

Par ontinuité on en déduit :

lim
n→+∞

xn =
n

λ0
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Or :

− ln(1− λ0) = α ⇒ λ0 = 1− e−α

Par onséquent :

xn ∼
n→+∞

n

1− e−α

Exerie 3 : L'inégalité de Hölder intégrale

Énoné :

Soit a et b deux réels, a < b, f et g deux appliations ontinues de [a, b] dans R.

Soit p ∈]1,+∞[ et q le réel dé�ni par la relation

1

p
+ 1

q
= 1.

Démontrons l'inégalité de Hölder :

∫ b

a

|fg| ≤
(
∫ b

a

|f |p
)

1

p
(
∫ b

a

|g|q
)

1

q

Considérons la fontion x 7→ ln(x) qui est onave sur R
+⋆

.

Et soient deux réels λ1 et λ2 tels que λ1 + λ2 = 1.

D'après l'inégalité de Jensen on a :

ln (λ1x1 + λ2x2) ≥ λ1 ln(x1) + λ2 ln(x2)

En prenant λ1 =
1

p
, λ2 =

1

q
, x1 = xp

et x2 = yq omme

1

p
+ 1

q
= 1 on obtient :

ln

(

xp

p
+

yq

q

)

≥ ln(xp)

p
+

ln(yq)

q
= ln(x) + ln(y) = ln(xy)

En�n on passe à l'exponentielle :

∀(x, y) ∈ R
+⋆ × R

+⋆

, xy ≤ xp

p
+

yq

q

Remarque : le as où l'un au moins des éléments est nul onserve l'inégalité.

b) Appliquons l'inégalité préédente à |tf(u)| et |g(u)|, on obtient :

|tf(u)||g(u)| ≤ |tf(u)|p
p

+
|g(u)|q

q

Puisque t > 0 on a :

t|f(u)g(u)| ≤ tp|f(u)|p
p

+
|g(u)|q

q
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Et en divisant par t :

|f(u)g(u)| ≤ tp−1|f(u)|p
p

+
|g(u)|q
qt

Puis en intégrant entre a et b :

∫ b

a

|fg| ≤ tp−1

p

∫ b

a

|f |p + 1

qt

∫ b

a

|g|q

) En appliquant l'inégalité préédente à F = f

A
et G = g

B
ave :

A =

(
∫ b

a

|f |p
)

1

p

et B =

(
∫ b

a

|g|q
)

1

q

En partiulier pour t = 1 on a :

∫ b

a

|FG| ≤ 1

p

∫ b

a

|F |p + 1

q

∫ b

a

|g|q

En remplaçant dans le membre de droite F et G par leur expression il s'en suit :

∫ b

a

|FG| ≤ 1

p
+

1

q
= 1

D'où �nalement :

∫ b

a

|fg| ≤
(
∫ b

a

|f |p
)

1

p
(
∫ b

a

|g|q
)

1

q

Remarque : Si A = 0 ou A = ∞ l'inégalité est également véri�ée.

On remontant les inégalités on voit que l'égalité est obtenue si F et G véri�ent l'égalité de

onvexité. Or la fontion logarithme étant stritement onave, ette ondition est réalisée

seulement si p ln(F ) = q ln(G) 'est-à-dire si f p
et gq sont proportionnels.

d) Pour p = q = 2 on retrouve l'inégalité de Cauhy-Shwarz.

Exerie 4 : Étude d'une fontion intégrale

Énoné :

On se propose d'étudier la fontion F dé�nie par :

∀x > 0, F (x) =

∫ x

1

ln(t)

1 + t2
dt

La ourbe représentative de F sera notée Γ.
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1) Considérons la fontion f dé�nie sur ]0,+∞[ par f(x) =
ln(x)

1 + x2
.

f est dérivable sur ]0,+∞[ de dérivée :

f ′(x) =
1 + x2 − 2x2 ln(x)

x(1 + x2)2

On pose g(x) = 1 + x2 − 2x2 ln(x), f ′
est du signe de g, étudions alors g :

g est dérivable sur ]0,+∞[ de dérivée :

g′(x) = −4x ln(x)

L'étude du signe de g′ montre que :

g est stritement roissante sur ]0, 1] et stritement déroissante sur [1,+∞[ ave g(1) = 2.

De plus sahant que x ln(x) −→
x→0

0 pour l'une et en fatorisant par x2
pour l'autre on a :

{

lim
x→0+

g(x) = 1

lim
x→+∞

g(x) = −∞

La fontion g est ontinue et s'annule don une unique fois en une valeur notée λ ∈ [1,+∞[.

Ainsi :

∀x ∈]0, λ[, f ′(x) > 0 f ′(λ) = 0 ∀x ∈]λ,+∞[, f ′(x) < 0

f est don stritement roissante sur ]0, λ] et stritement déroissante sur [λ,+∞[

Par ailleurs on a :

{

lim
x→0+

f(x) = −∞
lim

x→+∞
f(x) = 0

Or F est l'unique primitive de f sur ]0,+∞[ qui s'annule en 1 don F est dérivable sur ]0,+∞[
de dérivée f .

Sahant que λ > 1 et onnaissant les variations de f on a :

∀x ∈]0, 1[, f(x) < 0 f(1) = 0 ∀x ∈]1,+∞[, f(x) > 0

Don F est stritement déroissante sur ]0, 1], s'annule en 1 et est stritement roissante sur

[1,+∞[.

Par onséquent F est positive sur ]0,+∞[.

F est dérivable sur et intervalle don ontinue et ∀x > 0, F ′(x) = f(x).

2) Considérons la fontion dé�nie sur ]0,+∞[ par :

G(x) = F

(

1

x

)

− F (x)
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G est dérivable sur ]0,+∞[ omme omposée et di�érene de fontions dérivables sur ]0,+∞[ :

G′(x) = − 1

x2
F ′

(

1

x

)

− F ′(x)

Or omme ∀x > 0, F ′(x) = f(x) on a :

G′(x) = − 1

x2
f

(

1

x

)

− f(x)

Et on remarque que :

− 1

x2
f

(

1

x

)

= − 1

x2

ln
(

1

x

)

1 +
(

1

x

)2
=

1

x2

x2 ln(x)

1 + x2
= f(x)

D'où :

∀x > 0, G′(x) = 0

Don G est onstante et puisque G(1) = F (1)− F (1) = 0 alors :

∀x > 0, G(x) = 0 ⇔ ∀x > 0, F (x) = F

(

1

x

)

3)a) Soit ϕ la fontion dé�nie sur ]0,+∞[ par :

∀x > 0, ϕ(x) =
arctan(x)

x

On reonnait un taux d'aroissement :

lim
x→0+

ϕ(x) = lim
x→0+

arctan(x)− arctan(0)

x− 0
=

1

1 + 02
= 1

La limite de ϕ en 0 existe et est �nie, on prolonge don par ontinuité en posant ϕ(0) = 1.

b) Les fontions x 7→ 1

1+x2 , x 7→ arctan(x), x 7→ ln(x) et x 7→ 1

x
sont ontinues sur ]0,+∞[.

On fait une intégration par partie :

∫ x

1

ln(t)

1 + t2
dt = [arctan(t) ln(t)]x

1
−
∫ x

1

arctan(t)

t
dt

Soit :

∀x > 0, F (x) = arctan(x) ln(x)−
∫ x

1

ϕ(t)dt

) Remarquons tout d'abord que :

arctan(x) ln(x) =
arctan(x)

x
× x ln(x)
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Comme lim
x→0+

arctan(x)

x
= 1 et lim

x→0+
x ln(x) = 0 alors par produit :

lim
x→0+

arctan(x) ln(x) = 0

D'où :

lim
x→0+

F (x) =

∫

1

0

φ(t)dt

Or ∀t ∈ R
+, 0 ≤ arctan(t) ≤ t don :

∀t ∈ R
+⋆

, 0 ≤ φ(t) ≤ 1 ⇒ 0 ≤
∫

1

0

φ(t)dt ≤ 1

Ainsi la limite de F en 0 existe et est �nie don prolongeable par ontinuité.

Par ailleurs puisque ∀x > 0, F (x) = F
(

1

x

)

alors :

lim
x→0+

F (x) = lim
x→+∞

F (x)

Montrons que F n'est pas dérivable en 0 :

F (x)− F (0) = arctan(x) ln(x)−
∫ x

1

ϕ(t)dt−
∫

1

0

ϕ(t)dt

Par linéarité on obtient :

F (x)− F (0) = arctan(x) ln(x)−
∫ x

0

ϕ(t)dt

On divise par x pour faire apparaître un taux d'aroissement :

F (x)− F (0)

x− 0
=

arctan(x)

x
ln(x)− 1

x

∫ x

0

ϕ(t)dt

Or on a établit que :

∀t ∈ R
+⋆

, 0 ≤ ϕ(t) ≤ 1 ⇒ 0 ≤
∫ x

0

ϕ(t)dt ≤ x ⇒ 0 ≤ 1

x

∫ x

0

ϕ(t)dt ≤ 1

Le terme de droite est don borné et lim
x→0+

arctan(x)

x
ln(x) = −∞ d'où :

lim
x→0+

F (x)− F (0)

x− 0
= −∞

F n'est don pas dérivable en 0, la limite de e quotient montre que F admet une demi tangente

vertiale en 0.

4) Dans ette question, on herhe à aluler une valeur approhée de F (0).
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a) Pour k ∈ N et x > alulons par intégration par parties :

Ik(x) =

∫ x

1

tk ln(t)dt

Les fontions t 7→ tk, t 7→ tk+1

k+1
, t 7→ ln(t) et t 7→ 1

t
sont ontinues sur ]0,+∞[

∫ x

1

tk ln(t)dt =

[

tk+1

k + 1
ln(t)

]x

1

−
∫ x

1

tk+1

k + 1
× 1

t
dt

Soit :

Ik(x) =
xk+1

k + 1
ln(x)−

[

tk+1

(k + 1)2

]x

1

Après simpli�ation :

Ik(x) =
xk+1[(k + 1) ln(x)− 1] + 1

(k + 1)2

b) Pour u 6= 1 la somme des n + 1 termes de la suite géométrique de raison u est :

n
∑

k=0

uk = 1 + u+ u2 + · · ·+ un =
1− un+1

1− u

Posons u = −x2
on a alors :

n
∑

k=0

(−1)kx2k =
1− (−1)n+1x2n+2

1 + x2

D'où on en tire :

1

1 + x2
=

n
∑

k=0

(−1)kx2k + (−1)n+1
x2n+2

1 + x2

) En utilisant la forme intégrale de I2k on a :

F (x)−
n
∑

k=0

(−1)kI2k(x) =

∫ x

1

(

ln(t)

1 + t2
−

n
∑

k=0

(−1)kt2k ln(t)

)

dt

Or d'après la question préédente :

n
∑

k=0

(−1)kt2k ln(t) =
ln(t)

1 + t2
− (−1)n+1

t2n+2

1 + t2
ln(t)

D'où :

F (x)−
n
∑

k=0

(−1)kI2k(x) = (−1)n+1

∫ x

1

t2n+2

1 + t2
ln(t)dt

On en déduit la majoration :

∣

∣

∣

∣

∣

F (x)−
n
∑

k=0

(−1)kI2k(x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∫

1

x

t2n+2

1 + t2
| ln(t)|dt ≤

∫

1

x

t2n+2| ln(t)|dt
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Soit :

∣

∣

∣

∣

∣

F (x)−
n
∑

k=0

(−1)kI2k(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ I2n+2(x)

d) En utilisant l'expression de Ik on a :

lim
x→0

Ik =
1

(k + 1)2

Par passage à la limite dans la majoration on obtient don :

∣

∣

∣

∣

∣

F (x = 0)−
n
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)2

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

(2n+ 3)2

On pose :

∀n ∈ N, un =
n
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)2

Don :

|F (0)− un| ≤
1

(2n+ 3)2

e) On désire une valeur approhée à 10−2
près de F (0) don :

1

(2n+ 3)2
≤ 1

102

Cette inégalité est véri�ée pour n ≥ 4, on obtiendra la préision demandée pour n = 4 :

F (0) ≈ 0, 92

F (0) est appelée onstante de Catalan, on ne sait pas à e jour si elle est irrationnelle.

Remarque : Le point d'in�exion orrespond au point où la dérivée seonde s'annule, il marque

un hangement de onavité. On a vu dans l'étude de f que sa dérivée f ′
s'annulait en λ ave

1, 89 < λ < 1, 90, qui est le point d'in�exion reherhé.

La représentation graphique de F à la page suivante.

10



Kévin Polisano Devoir de Mathématiques n�12

5) La ourbe Γ :

5.0 7.5

0.2

2.5

x

0.8

10.0

0.6

0.4

0.0

0.0
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