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I.1) Soit x ∈ R, la fontion f est C○m don intégrable sur le segment [x − h,x + h].
Ainsi fh(x) = 1

2h
∫

x+h

x−h
f(t)dt a un sens, ei étant valable pour tout x, fh est bien dé�nie sur R.

En outre fh est bornée sur tout segment :

∀x ∈ [a, b], ∣fh(x)∣ ⩽ 1

2h
∫

x+h

x−h
∣f(t)∣dt ⩽ 1

2h
∫

b+h

a−h
∣f(t)∣dt

2) Posons F (x) = ∫ x

0
f(t)dt, on réérit alors :

fh(x) = F (x + h) − F (x − h)
2h

Or la fontion F est ontinue sur R, en e�et :

∀x ∈ R, ∣F (x + a) − F (x)∣ = ∣∫ x+a

x
f(t)dt∣ ⩽ ∫ x+a

x
∣f(t)∣dt ⩽ a sup

t∈[x,x+a]
∣f(t)∣Ð→

a→0
0

La ontinuité de F entraine elle de fh.

3) On érit ette fois fh sous la forme :

fh(x) = F (x + h) −F (x)
2h

+ F (x − h) − F (x)
2(−h)

Puis on étudie la limite quand h→ 0 de haun de es taux d'aroissement :

∣F (x + h) − F (x)
h

− f(x+)∣ = 1

h
∣∫ x+h

x
(f(t) − f(x+))dt∣ ⩽ 1

h
∫

x+h

x
∣f(t) − f(x+)∣dt

f admet une limite (�nie) f(x+) à droite de x, i.e ∀ε > 0,∃η > 0,0 ⩽ t−x ⩽ η⇒ ∣f(t)−f(x+)∣ ⩽ ε.
La ondition 0 ⩽ t − x ⩽ η est satisfaite pour h ⩽ η. On hoisit don h = η pour un ε > 0 �xé :

∣F (x + h) − F (x)
h

− f(x+)∣ ⩽ ε

Cei étant valable pour tout ε > 0 il vient lim
h→0

F (x + h) −F (x)
h

= f(x+).
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En proédant de manière similaire pour le seond taux d'aroissement on aboutit à :

lim
h→0

fh(x) = f(x+) + f(x−)
2

4) D'après la question préédente, si f est supposée régulière on a fh → f quand h→ 0.

Mais la onvergene n'est pas toujours uniforme, onsidérons l'exemple suivant :

f ∶
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 si x < 0
1

2
si x = 0

1 si x > 0
qui est C○m et régulière. Si les fh onvergeaient uniformément vers f , leur ontinuité entrainerait

elle de f , e qui n'est pas le as puisque f est disontinue à l'origine.

II.1) Puisque ϕ est nulle en dehors de [−α,α] on a :

(ϕ ∗ f)(x) = ∫ α

−α
ϕ(t)f(x − t)dt

De même ϕ(x − t) est éventuellement non nulle pour −α ⩽ x − t ⩽ α⇔ x − α ⩽ t ⩽ x + α :

(f ∗ϕ)(x) = ∫ x+α

x−α
f(t)ϕ(x − t)dt

Ces deux intégrales ont bien un sens ar les fontions t↦ ϕ(t)f(x− t) et t ↦ f(t)ϕ(x− t) sontC○m par produit de fontions C○m et qu'on les intègre sur les segments [−α,α] et [x −α,x + α].
Par ailleurs en e�etuant le hangement de variable u = x − t on a lairement :

f ∗ ϕ = ϕ ∗ f
Le produit de onvolution est ainsi ommutatif.

2) Si on hoisit ϕh(y) = 1

2h
pour tout y ∈ [−h,h] et nulle en dehors on a :

∀x ∈ R, (f ∗ ϕh)(x) = fh(x)
3) La fontion ρn est ontinue positive ar ρ l'est et nulle en dehors de

[−α
n
, α
n
]
.

D'autre part en e�etuant le hangement de variable u = nt on a :

∫
α

n

−α

n

ρn(t)dt = ∫
α

n

−α

n

nρ(nt)dt = ∫ α

−α
ρ(u)du = 1

Don pour tout n, la fontion ρn véri�e (H).
4) Remarquons que :

∣(ρn ∗ f)(x0) − f(x0)∣ = ∣∫
α

n

−α

n

gn(t)(f(x0 − t) − f(x0))dt∣ ⩽ sup
t∈[−α

n
,α
n
]
∣f(x0 − t) − f(x0)∣
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Et omme f est ontinue en x0, soit ε > 0, ∃β > 0 tel que sup
t∈[−β,β]

∣f(x0 − t) − f(x0)∣ ⩽ ε.
Puis il existe N ∈ N tel que pour n > N on ait

[−α
n
, α
n
] ⊂ [−β,β].

Ainsi ∀n > N on a ∣(ρn ∗ f)(x0) − f(x0)∣ ⩽ ε
Cei étant valable pour tout ε > 0 on en onlut que :

lim
n→+∞

(ρn ∗ f)(x0) = f(x0)
remarque : En fait on � fabrique � un Dira limite des fontions ρn.

ρ (don ρn) est paire et x est un point de disontinuité.

(ρn ∗ f)(x) = ∫ 0

−α

n

ρn(t)f(x − t)dt +∫
α

n

0

ρn(t)f(x − t)dt
On e�etue le hangement de variable u = −t et ompte tenu de la parité :

(ρn ∗ f)(x) = ∫
α

n

0

ρn(t)(f(x − t) + f(x + t))dt
Et toujours par parité : ∫

α

n

0
ρn(t)(f(x+) + f(x−))dt = f(x+)+f(x−)

2
d'où :

∣(ρn ∗ f)(x) − f(x+) + f(x−)
2

∣ ⩽ ∫
α

n

0

ρn(t)∣f(x − t) − f(x−)∣dt + ∫
α

n

0

ρn(t)∣f(x + t) − f(x+)∣dt
Soit ε > 0, on a : ∃β1 > 0,0 ⩽ t ⩽ β1⇒ ∣f(x − t) − f(x−)∣ ⩽ ε∃β2 > 0,0 ⩽ t ⩽ β2⇒ ∣f(x + t) − f(x+)∣ ⩽ ε
Posons β =min(β1, β2), pour n ⩾ N = E (αβ) on a alors :

∣(ρn ∗ f)(x) − f(x+) + f(x−)
2

∣ ⩽ 2ε∫
α

n

0

ρn(t) = ε

On a don montré que lim
n→+∞

(ρn ∗ f)(x) = f(x+) + f(x−)
2

.

4)a) Pour tout n on hoisit simplement an = ∫ 1

−1(1 − x2)ndx de sorte que ∫
1

−1
hn(x) = 1.

b) Sur haun des segments [−1,−δ] et [δ,1] on a ∀x, 0 ⩽ gn(x) ⩽ (1 − δ2)n.
∣hn(x) − 0∣ ⩽ (1 − δ2)n

∫ 1

−1(1 − x2)ndx Ð→n→+∞
0

ar 0 ⩽ 1 − δ2 < 1. Ce qui prouve que hn onverge uniformément vers 0 sur es segments.

5)a) Prouvons que (hn ∗ f) onverge uniformément vers f . Soit ε > 0, on a :

∣(hn ∗ f)(x) − f(x)∣ = ∣∫ 1

−1
(f(x − t) − f(x))hn(t)dt∣
3
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Fixons nous un β ∈]0,1] (qu'on dé�nira plus tard) et déoupons l'intégrale omme suit :

∣(hn∗f)(x)−f(x)∣ ⩽ ∫ −β

−1
∣f(x−t)−f(x)∣hn(t)dt+∫ β

−β
∣f(x−t)−f(x)∣hn(t)dt+∫ 1

β
∣f(x−t)−f(x)∣hn(t)dt

Traitons tout d'abord les intégrales extrêmes :

⋆ Comme f est C○ sur [−1

2
, 1
2
] et nulle en dehors, elle est bornée ∣f ∣ <M .

∫
−β

−1
∣f(x− t) − f(x)∣hn(t)dt +∫ 1

β
∣f(x− t) − f(x)∣hn(t)dt ⩽ 2M ∫ −β

−1
hn(t)dt + 2M ∫ 1

β
hn(t)dt

Et omme d'après 4.b hn onverge uniformément vers 0 sur [−1,−β] et [β,1] on a :

2M ∫
−β

−1
hn(t)dt + 2M ∫ 1

β
hn(t)dt Ð→ 0

Il existe don N ∈ N tel que pour tout n ⩾ N :

∫
−β

−1
∣f(x − t) − f(x)∣hn(t)dt + ∫ 1

β
∣f(x − t) − f(x)∣hn(t)dt ⩽ ε

⋆ On traite l'intégrale entrale d'une autre façon :

f est C○ sur [−1

2
, 1
2
] don uniformément ontinue d'après le théorème de Heine.

Il existe don β > 0 ('est ii qu'on le �xe) tel que ∣t∣ ⩽ β ⇒ ∣f(x − t) − f(x)∣ ⩽ ε d'où :

∫
β

−β
∣f(x − t) − f(x)∣hn(t)dt ⩽ ∫ β

−β
εhn(t) ⩽ ε∫ 1

−1
hn(t) = ε

Finalement : ∣(hn ∗ f)(x) − f(x)∣ ⩽ ε
e qui termine la preuve de onvergene uniforme sur R.

b) On remarque que :

∀x ∈ [−1
2
,
1

2
] , (f ∗ hn)(x) = (hn ∗ f)(x) = ∫

1

2

− 1

2

hn(x − t)f(t)dt
∣x − t∣ ⩽ 1 don hn(x − t) = 1

an
(1 − (x − t)2)n. On obtient en développant un polyn�me en x de

degré 2n dont on intègre les oe�ients en t entre −1

2
et

1

2
, d'où le polyn�me Pn reherhé.

6) Posons f(x) = g ((b − a)t + a+b
2
)
de façon à se ramener au segment [−1

2
, 1
2
].

f est C○ nulle en dehors de [−1

2
, 1
2
] et on a vu qu'elle est limite uniforme de polyn�mes, don g

également ar l'image d'un polyn�me par un hangement de variable a�ne est un polyn�me.

On a don démontrer le théorème de Stone-Weierstrass.

III.A) f est C○m nulle en dehors de [a, b] telle que ∀n ∈ N, ∫ b

a
f(t)tn = 0.
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Soit ε > 0, d'après la question 6. il existe P ∈ R[X] tel que :
∣∣f −P ∣∣∞ ⩽ ε

∣b − a∣∣∣f ∣∣∞
D'après l'hypothèse, par linéarité de l'intégrale on a ∫ b

a
f(t)P (t)dt = 0, et on érit :

0 ⩽ ∫
b

a
f(t)2dt ⩽ ∫ b

a
f(t)P (t)dt +∫ b

a
f(t)(f(t) − P (t))dt

0 ⩽ ∫
b

a
f(t)2dt ⩽ ∫ b

a
f(t)(f(t) −P (t))dt ⩽ ∣b − a∣∣∣f ∣∣∞∣∣f − P ∣∣∞ ⩽ ε

Cei étant valable pour tout ε > 0 il vient ∫
b

a
f(t)2dt = 0.

Et omme f 2
est C○m et positive, il est bien onnu qu'elle est nulle sauf éventuellement aux

points de disontinuité. Il en va alors de même pour f . (dois-je le redémontrer aux ENS ? )

B.1.a) Bn(fm)(t) = n

∑
p=0

Cp
n (pn)

m (1 − t)n−ptp ave n >m.

Fixons nous un a ∈ ⟦1, n⟧. En développant le tout, on s'aperçoit que le oe�ient de ta est :

a

∑
p=0

(−1)a−p (p
n
)mCp

nC
a−p
n−p

On simpli�e les (n − p)! et on sort de la somme e qui ne dépend pas de p :

n!

nm(n − a)!
a

∑
p=0

(−1)a−ppm
(a − p)!p! =

n!m!

nm(n − a)!a! (
1

m!

a

∑
p=0

(−1)a−pCp
ap

m)
Coup de hane, je onnais l'astue pour aluler ette dernière somme (exo de olle de sup) :

Prenons a ⩾m. On onsidère la fontion g ∶ x ↦ (ex − 1)a, et on remarque que :

∀m ∈ N, f (m)(0)
m!

= 1

m!

a

∑
p=0

(−1)a−pCp
ap

m

Don la somme à aluler orrespond au oe�ient de xm
dans le développement de f en série

de Taylor :

f(x) = (x + x2

2!
+ x3

3!
+⋯)a = xa (1 + x

2!
+ x

2

3!
+⋯)a

Ainsi la somme vaut 1 si a =m et 0 si a >m. Don on a bien

Bn(fm)(t) = um,nt
m + 1

n
Qm,n(t), ave um,n = n!

nm(n −m)! =
n(n − 1)⋯(n − (m − 1))

nm

et les oe�ients des ta (a ⩽m − 1) dans Qm,t(t) sont :
n!

nm−1(n − a)!a! (
a

∑
p=0

(−1)a−pCp
ap

m)
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b) On a alors lairement lim
n→+∞

un,m = 1 et omme dans Qn,m : a ⩽m − 1⇒ 1

(n−a)! ⩽ 1

(n−(m−1))! .

n!

nm−1(n − a)!
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

a!

a

∑
p=0

(−1)a−pCp
ap

m

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Am,a

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⩽ n!

nm−1(n − (m − 1))!´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⩽1

Am,a ⩽ Am,a

2) D'après e qui préède on a sur [0,1] :
∥Bn(fm) − fm∥ ⩽ um,n − 1 + 1

n

m−1

∑
a=1

Am,a Ð→
n→+∞

0

Ce qui prouve que Bn(fm) onverge uniformément vers fm.

Soit alors un polyn�me S : S(t) = N

∑
i=1

ait
i =

N

∑
i=1

aifi(t). Par linéarité de Bn :

∥Bn(S) − S∥ = ∥ N

∑
i=1

ai(Bn(fi) − fi)∥ ⩽ N

∑
i=1

∣ai∣∥Bn(fi) − fi∥Ð→ 0

Par onséquent Bn(S) onverge uniformément vers S.

3) En utilisant l'inégalité triangulaire on érit :

∣Bn(f) − f ∣ ⩽ ∣Bn(f) −Bn(Pm)∣ + ∣Bn(Pm) − Pm∣ + ∣Pm − f ∣
où la suite (Pm) onverge uniformément vers f (f. question 6).

Remarquons également que :

∣Bn(f) −Bn(Pm)∣ = ∣ n∑
p=0

[f (p
n
) − Pm (p

n
)]Cp

n(1 − t)n−ptp∣ ⩽ ∥f − Pm∥∞ n

∑
p=0

Cp
n(1 − t)n−ptp

et par le bin�me de Newton :

∣Bn(f) −Bn(Pm)∣ ⩽ ∥f −Pm∥∞(1 − t + t)n = ∥f − Pm∥∞
Ainsi on a : ∥Bn(f) − f∥∞ ⩽ 2∥f − Pm∥∞ + ∥Bn(Pm) − Pm∥∞
D'après la question 6. ∥f −Pm∥∞ → 0 et d'après la question préédente ∥Bn(Pm) −Pm∥∞ → 0 :

∥Bn(f) − f∥∞ Ð→
n→+∞

0

On en onlut que Bn(f) onverge uniformément vers f sur [0,1].
remarque : on fait les hoses � à l'envers �, habituellement on montre que Bn(f) onverge
uniformément vers f pour apporter une preuve onstrutive du théorème de Stone-Weierstrass.
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