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Partie I - Etude de la onvergene de la suite (un)
A.1 On montre tout d'abord que pour n ⩾ 1, un > 0 :

Initialisation : u1 > 0 et u2 = u1 + a0u0 > 0 ar u0 ⩾ 0 et a0 ⩾ 0.
Hérédité : Supposons un−1, un > 0, alors lairement un+1 = un + an−1un−1 > 0 ar an−1 ⩾ 0.
Ainsi un+1 − un = an−1un−1 ⩾ 0 don (un)n⩾1 est roissante.
A.2 On utilise le développement en série entière de l'exponentielle :

un exp(an−1) = un

+∞∑
k=0

akn−1
k!
⩾ un(1 + an−1) = un + an−1un ⩾ un + an−1un−1 = un+1

par roissante de la suite (un)n⩾1.
A.3 (un) est roissante stritement positive don onverge vers ℓ > 0, et :

an−1 ∼ un+1 − un

ℓ

Et puisque (un) onverge, la série ∑un+2 − un+1 onverge don la série ∑an également.

B.1 Montrons par réurrene double que ∀n ∈ N, ∣un∣ ⩽ vn :

Initialisation : ∣u0∣ ⩽ v0 et ∣u1∣ ⩽ v1 par dé�nition.
Hérédité : Supposons ∣un−1∣ ⩽ vn−1 et ∣un∣ ⩽ vn, par l'inégalité triangulaire :

∣un+1∣ = ∣un + an−1un−1∣ ⩽ ∣un∣ + ∣an−1∣∣un−1∣ ⩽ vn + ∣an−1∣vn−1 = vn+1
e qui ahève la réurrene.

B.2 On a l'inégalité :

0 ⩽ ∣un+1 − un∣ = ∣an−1∣∣un−1∣ ⩽ ∣an−1∣vn−1 = vn+1 − vn
On applique les résultats du paragraphe A. aux suites (vn) et (∣an∣) :
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Par hypothèse ∑∣an∣ onverge don d'après A.2 la suite (vn) onverge aussi.

Par onséquent la série positive ∑ vn+1 − vn onverge et par enadrement ∑un+1 − un est AC.

C. Simplement uk+1 − uk = ak−1uk−1 ∼ Lak−1. Nous allons utiliser le théorème suivant :

Si deux suites positives sont équivalentes alors les restes de leur série sont équivalents.

Le reste de la série ∑ak−1 est :

Rn = +∞∑
k=n

ak−1 = +∞∑
k=1

ak−1 − n−1∑
k=1

ak−1 = 1

1 − a −
1 − an
1 − a =

an

1 − a
puisque (an) est une suite géométrique de raison 0 < a < 1. D'où :

L − un ∼ Lan

1 − a
D.1 On alule l'intégrale : ∫

k+1

k

dt

t2
= [−1

t
]k+1
k

= 1

k
− 1

k + 1 =
1

k(k + 1) = ak−1 ainsi :

uk+1 − uk = ak−1uk−1 ∼ Lak−1 = L∫ k+1

k

dt

t2

De même en utilisant le théorème préédent on obtient :

L − un ∼ L∫ ∞

n

dt

t2
= L
n

D.2 an−1un−1 = un+1 − un = (L − L
n+1 + εn+1) − (L − L

n
+ εn) = (εn+1 − εn) + L

n(n+1) soit :

εn+1 − εn = an−1(un−1 −L) ∼ − 1

n(n + 1) ×
L

n − 1 = −
L

(n − 1)n(n + 1)
La suite (εn) tend a fortiori vers 0 don d'après le théorème :

0 − εn ∼ − +∞∑
k=n

L

(k − 1)k(k + 1)
On déompose failement la fration rationnelle en éléments simples :

εn ∼ L +∞∑
k=n

( 1

2(k − 1) −
1

k
+ 1

2(k + 1))
On obtient une somme télesopique, et il nous reste :

+∞

∑
k=n

( 1

2(k − 1) −
1

k
+ 1

2(k + 1)) =
L

2
( 1

n − 1 −
1

n
) = L

2n(n − 1)
Ainsi :

εn ∼ L

2n2

Et on en déduit le développement asymptotique de un à l'ordre 2 :

un = L − L

n
+ L

2n2
+ o( 1

n2
)
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Partie II - Etude des suites (un) de limite nulle

A. Soit λ ∈ R et (u0, u1), (v0, v1) ∈ R2
les valeurs initiales assoiées à un et vn véri�ant (R).

Et soit (w0,w1) = λ(u0, u1) + (v0, v1) assoié à la suite wn véri�ant (R).
Véri�ons par réurrene que wn = λun + vn :

Initialisation : vraie par dé�nition des valeurs initiales de wn.

Hérédité : Supposons wn−1 = λun−1 + vn−1 et wn = λun + vn, alors :
wn+1 = wn+an−1wn−1 = (λun+vn)+an−1(λun−1+vn−1) = λ(un+an−1un−1)+(vn+an−1vn−1p) = λun+1+vn+1
Par passage à la limite on a don :

L(λ(u0, u1) + (v0, v1)) = λL(u0, u1) +L(v0, v1)
e qui montre que l'appliation (u0, u1) ↦ L(u0, u1) est linéaire.
B.1 Supposons qu'il existe m ∈ N tel que um = 0. Déjà on remarque qu'on a a fortiori um−1 ≠ 0
sinon de prohe en prohe on aboutirait à u0 = u1 = 0 e qui est exlu.

En outre um+1 = am−1um−1 ≠ 0 et um+2 = um+1 ≠ 0 sont de même signe que um−1.

Don les termes de rang supérieur à m + 1 sont stritements positifs et de même signe.

A partir de e rang la suite est stritement positive et roissante (resp. négative et déroissante).

Et par onséquent la limite de (un) ne peut être nulle.
B.2 L'appliation L est une forme linéaire, don son noyau est un hyperplan de R2

d'où

dim(N) = 1
C.1 Montrons que (u0, u1) ∈ N ⇔ (un) alternée :
⇒ Par ontraposée, si (un) n'est pas alternée elle a 2 termes suessifs de même signe.

Et on vient de voir que ela empêhe à la limite d'être nulle.

⇐ On a un+1un < 0 soit en passant à la limite L(u0, u1)2 ⩽ 0⇒ L(u0, u1) = 0.
C.2 dim(N) = 1 don engendré par un ouple (v0, v1), ainsi :

(u0, u1) ∈ N ⇒ (u0, u1) = k(v0, v1)⇒ ru0,u1
= −u0

u1

= −kv0
kv1
= −v0

v1
= rv0,v1

Don le rapport r0 ne dépend pas du hoix de (u0, u1) ∈ N .
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D.1 La première égalité provient diretement de la relation de réurrene :

rn = −un+1

un

= −un + an−1un−1

un

= −1 − an−1un

un−1

= −1 + an−1
rn−1

Puisque (un) alternée, un+1un < 0 don rn = −un+1

un

> 0 pour tout n ∈ N et :

rn = an−1 − rn−1
rn−1

> 0⇒ rn−1 < an−1
d'où l'inégalité 0 < rn < an.
D.2 On passe à la limite dans ette dernière égalité, d'après le théorème des gendarmes :

lim
n→+∞

rn = 0
ar lim

n→+∞
an = 0 (ondition néessaire pour que la série ∑an onverge).

D.2 Le même enadrement montre que la série ∑ rn onverge absolument.

Et omme ∣rn∣ = ∣un+1∣
∣un∣
Ð→ 0 d'après la règle de d'Alembert ∑un est absolument onvergente.

Partie III - Appliation à la résolution d'une équation différentielle

A. Cherhons des solutions sous la forme y(x) = ∞∑
n=0

unx
n
où un est à déterminer.

On dérive 2 fois la série entière et on injete dans l'équation di�érentielle :

(x − 1) ∞∑
n=2

n(n − 1)unx
n−2 + 2 ∞∑

n=1

nunx
n−1 + ∞∑

n=0

unx
n = 0

On e�etue des hangements d'indies de sorte que l'on puisse fatoriser par xn
:

∞

∑
n=1

n(n + 1)un+1x
n − ∞∑

n=0

(n + 1)(n + 2)un+2x
n + 2 ∞∑

n=0

(n + 1)un+1x
n + ∞∑

n=0

unx
n = 0

soit :

∞

∑
n=1

[(n + 2)(n + 1)un+1 − (n + 1)(n + 2)un+2 + un]xn − 2u2 + 2u1 + u0 = 0
Par uniité du développement en série entière, on a par identi�ation à la fontion nulle :

un+2 = un+1 + 1

(n + 2)(n + 1)un

Don (un) véri�e (R) ave la suite (an) dé�nie à la question I.D.

B. On hoisit (u0, u1) ∈ N , ainsi d'après II.D.2 rn → 0 don d'après d'Alembert Rcv = ∞.

C. On utilise le développement limité à l'ordre de (un) déterminé en I.D.2 :

un = L − L

n
+ 1

2n2
+ o( 1

n2
)⇒ unx

n = Lxn −Lxn

n
+ xn

2n2
+ o(xn

n2
)
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On somme ensuite de 0 à ∞ :

f(x) = ∞∑
n=0

unx
n = L ∞

∑
n=0

xn −L ∞

∑
n=0

xn

n
+ ∞∑

n=0

[ 1

2n2
+ o( 1

n2
)]xn

Notons g(x) = ∞∑
n=0

[ 1

2n2
+ o( 1

n2
)]xn

. On a alors puisque ∣x∣ < 1 :

f(x) = L

1 − x +L ln(1 − x) + g(x)
Et le terme général de g(x) est équivalent à 1

2n2 don g(x) est NC sur [−1,1].
Ainsi g est ontinue en 1 don y admet une limite �nie à gauhe.

Partie IV - Etude du noyau N de l'appliation L

A. fn est stritement déroissante et C∞. Par omposée gn est stritement monotone et C∞.

NB : si n est pair (resp. impair) gn est stritement déroissante (resp. stritement roissante).

Montrons par réurrene que pour tout x ⩾ 0 : ∣g′n(x)∣ ⩽ a0a1⋯an.
Initialisation : g0(x) = f0(x) = a0

1+x , ∣g′0(x)∣ = a0
(1+x)2 ⩽ a0.

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n, alors au rang n + 1 :

gn+1 = gn ○ fn+1⇒ g′n+1 = f ′n+1 × g′n(fn+1)⇒ ∣g′n+1(x)∣ = an+1

(x + 1)2 ∣g′n(fn+1(x))∣ ⩽ a0a1⋯anan+1
gn(x) = gn−1(fn(x)) = gn−1 ( an

1+x
)
, pn = gn(0) = gn−1(an), d'où :

∣pn − pn−1∣ = ∣gn−1(an) − gn−1(0)∣ ⩽ (an − 0)∣g′n−1(x)∣
d'après l'inégalité des aroissements �nis, et en utilisant la majoration préédente :

∣pn − pn−1∣ ⩽ a0a1⋯an−1an
B. D'après II.D.1 rn = −1 + an−1

rn−1
⇔ rn−1 = an−1

1+rn
⇔ rn−1 = fn−1(rn).

Et 0 < rn < an d'où par strite déroissane de fn−1 :

fn−1(an) < rn−1 < fn−1(0)⇔ (fn−1 ○ fn)(0) < rn−1 < fn−1(0)
Réitérons le proédé en appliquant fn−2 à l'inégalité préédente, il vient :

(fn−2 ○ fn−1)(0) < rn−2 < (fn−2 ○ fn−1 ○ fn)(0)
De prohe en prohe r0 est bien ompris entre pn−1 et pn, préisons l'ordre :

On remarque qu'à gauhe le nombre de omposée est toujours pair, et à droite impair.
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Si n = 2k (resp. n = 2k + 1) il y a un nombre impair (resp. pair) de omposées dans gn d'où :

p2k+1 < r0 < p2k
Montrons que la suite (p2n) est stritement déroissante :

g2n+2 = g2n ○ (f2n+1 ○ f2n+2) et m = (f2n+1 ○ f2n+2)(0) = a2n+1
1+a2n+2

> 0 ar ∀n ∈ N, an > 0.
Et g2n est stritement déroissante don m > 0⇒ g2n(m) < g2n(0) d'où :

p2n+2 = g2n+2(0) = g2n(m) < g2n(0) = p2n
On montre de même que la suite (p2n+1) est stritement roissante.

Par ailleurs vu que ∣p2n+1 − p2n∣ ⩽ a0a1⋯a2n+1 et que an Ð→ 0 (∑an onverge) :

p2n+1 − p2n Ð→ 0

On en onlut que les suites (p2n) et (p2n+1) sont adjaentes don tendent vers ℓ.
Et en passant à la limite dans p2n+1 < r0 < p2n on trouve ℓ = r0.
Par suite (pn) tend aussi vers r0.

C. Sahant que r0 ∈ [pn−1, pn], il su�t de aluler les pn jusqu'à avoir ∣pn − pn−1∣ < ε.
D. Ave une boule Maple je trouve r0 ≃ 0.43313 à 10−5 près.
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