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Partie I : préliminaires relatifs aux ongruenes et polyn�mes

1. x − y = λa, x′ − y′ = λ′a ⇒ (x + x′) − (y + y′) = (λ + λ′)a = λ′′a soit x + x′ ≡ y + y′[a].
xx′ − yy′ = x(x′ − y′) + y′(x − y) = xλ′a + y′λa = (xλ′ + y′λ)a = λ′′a soit xx′ ≡ yy′[a].
On a don en partiulier xk ≡ yk[a] et par ompatibilité de la somme P (x) ≡ P (y)[a].
2. zz′ ≡ 1[a] et zz′′ ≡ 1[b] don (zz′ − 1)(zz′′ − 1) = (λa)(λ′b) = (λλ′)(ab) ≡ 0[ab], or :

(zz′ − 1)(zz′′ − 1) = z(zz′z′′ − z′ − z′′) + 1⇒ z(z′ + z′′ − zz′z′′) ≡ 1[ab]
On a ainsi exhibé l'inverse de z modulo ab.

3. Soit P (X) = n∑
k=0

akX
k
, on a ompte tenu de l'identité Y k −Xk = (Y −X) n−1∑

i=0

Y n−1−iX i
:

P (Y ) − P (X) = (Y −X) n∑
k=1

ak (k−1∑
i=0

Y k−1−iX i) = (Y −X)Q(X,Y ) (1)
Calulons Q(X,X) :

Q(X,X) = n∑
k=1

ak (k−1∑
i=0

Xk−1) = n∑
k=1

kakX
k−1

qui n'est autre que le polyn�me dérivé ⇒ Q(X,X) = P ′(X).
On applique la formule de Taylor pour les polyn�mes :

P (X + Y ) = P (X) +P ′(X)Y + Y 2

n∑
k=2

P (k)(X)
k!

Y k−2 = P (X) + P ′(X)Y + Y 2R(X,Y ) (2)
E�etuons le hangement Y ← Y −X, l'égalité devient :

P (Y ) − P (X) = (Y −X)[P ′(X) + (Y −X)R(X,Y −X)] = (Y −X)Q(X,Y )
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Partie II : méthode de remontée modulaire

1. P (x) ≡ 0[ai] ⇔ P (x) = kai ave k ∈ A. Notons z′ un inverse de P ′(x) mod a.

Montrons que λ = −kz′ onvient en appliquant (2) :
P (x−kz′ai) = P (x)−kP ′(x)z′ai+(−kz′ai)2R(x,−kz′ai) = kai−k(1+βa)ai+ai+1(k2z′2ai−1R(x,−kz′ai))

P (y) = ai+1[−kβ + k2z′2ai−1R(x,−kz′ai)] ≡ 0[ai+1]
On hoisit don y = x + λai = x − z′kai = x − z′P (x).
Prenons un autre inverse de P ′(x) disons z′′, y′ = x − z′′P (x) et : y − y′ = (z′′ − z′)P (x).
Or il est lair que z′′ ≡ z′[a] ⇔ z′′ − z′ = αa et P (x) = kai d'où :

y − y′ = αkai+1 ≡ 0[ai+1]
Don la lasse de y modulo ai+1 ne dépend pas du hoix de l'inverse.

2. Considérons P (X) = zX − 1. On a P (z′) = zz′ − 1 ≡ 0[a] et P ′(z′) = z bien inversible.

On applique e qui préède y = z′ − z′ka où ka = zz′ − 1 d'où y = z′(1 − (zz′ − 1)) = z′(2 − zz′)
P (y) = z[z′(2 − zz′)] − 1 ≡ 0[a2]

3. On onstruit la suite (xi) par réurrene :

Initialisation : P (x1) ≡ 0[a], P ′(x1)z′1 ≡ 1[a].
On forme x2 = x1 − z′1P (x1) ⇒ x2 ≡ x1[a]. D'après 1. on a P (x2) ≡ 0[a2].
Or d'après I.1 x2 ≡ x1[a] ⇒ P ′(x2) ≡ P ′(x1)[a] e qui permet d'enlenher la réurrene.

Hérédité : Supposons P (xi) ≡ 0[ai] et P ′(xi)z′i ≡ 1[ai].
On forme xi+1 = xi − z′iP (xi) ⇒ xi+1 ≡ xi[ai]. P (xi+1) ≡ 0[ai+1].
Et on a aussi xi+1 ≡ xi[a] d'où P ′(xi+1) ≡ P ′(xi)[a] inversible. ◻
Si on part d'un autre inverse de P ′(x1) on a y2 ≡ x2[a2] d'après II.1.
Par réurrene ensuite puisque xi+1 ≡ xi[ai] et yi+1 ≡ xi[ai] il vient :

yi ≡ xi[ai]
5. xi onstruit omme supra est une solution du système, ave en outre P ′(xi) inversible.
Soit yi une autre solution, on a alors P (yi) ≡ P (xi)[ai] et yi ≡ xi[a].
Par onséquent d'après 4. on a yi ≡ xi[ai] d'où l'uniité modulo ai.
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Partie III : tronature de l'exponentielle et du logarithme

1. Considérons le polyn�me suivant :

P (X) = 1 + X
1!
+
X2

2!
+⋯ +

Xn−1

(n − 1)! − (1 + T ) ∈ Q[T ][X]
D'après II.5 il existe une unique solution au système :

P (ln(1 + T )) ≡ 0[T n] et ln(1 + T ) ≡ 0[T ] ⇔ en(ln(1 + T )) ≡ 1 + T [T n] et ln(1) = 0 (∗)
(on a bien les hypothèses P (0A) = T ≡ 0[T ] et P ′(0A) = 1 inversible modulo T ).

2. Erivons :

em(ln(1 + T )) = en(ln(1 + T )) − ( ln(1 + T )m
m!

+⋯ +
ln(1 + T )n−1(n − 1)! )

Or en(ln(1 + T )) = 1 + T + T nR(T ) et ln(1 + T ) = TS(T ) soit en remplaçant il vient :

∀1 ⩽m ⩽ n, em(ln(1 + T )) ≡ 1 + T [Tm]
Dérivons (∗) 'est-à-dire : en(ln(1 + T )) = n−1∑

k=0

ln(1 + T )k
k!

= 1 + T + T nR(T ) :

l′n(1 + T ) n−2∑
k=0

ln(1 + T )k−1(k − 1)! = 1 + nT n−1R(T ) + T nR′(T ) = 1 + T n−1U(T )
soit :

en−1(ln(1 + T ))l′n(1 + T ) ≡ 1[T n−1]
Or pour m = n − 1 on a em(ln(1 + T )) ≡ 1 + T [T n−1] don (1 + T )l′n(1 + T ) ≡ 1[T n−1].
Mais on onnait un inverse de 1 + T modulo T n−1

puisque l'on a l'identité :

T n−1 − 1 = (T − 1) n−2∑
k=0

T k ⇒ 1 = (1 + T ) n−2∑
k=0

(−1)kT k[T n−1]
Ainsi :

l′n(1 + T ) ≡ n−2∑
k=0

(−1)kT k[T n−1]
On intègre et sahant que ln(1) = 0 on obtient �nalement :

ln(1 + T ) = T − T 2

2
+
T 3

3
−⋯+ (−1)n−1 T n−1

n − 1

qui est le logarithme tronqué omme on pouvait s'y attendre.

3. En utilisant (∗) on a :

en(Qn(T )) = en ○ ln [1 + (T
1!
+
T 2

2!
+⋯+

T n−1

(n − 1)!)] ≡ 1+(
T

1!
+
T 2

2!
+⋯ +

T n−1

(n − 1)!) [(en(T )−1)n]
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En fatorisant en(T ) − 1 par T on a alors en(Qn(T )) ≡ en(T )[T n].
Posons P = en, x = Qn(T ) et y = T , on va véri�er les hypothèses de la question II.4 :

On vient de voir que P (x) ≡ P (y)[T n]. On a aussi :

Qn(T ) = ln(en(T )) = ln [1 + (en(T ) − 1)] ≡ (en(T )−1)−(en(T ) − 1)2
2

+⋯+(−1)n−1 (en(T ) − 1)n−1(n − 1) ≡ 0[T ]
Don x ≡ y[T ]. En�n d'après III.2 :

P ′(x) = en−1(Qn(T )) = en−1[ln(1+(en(T )−1))] ≡ 1+(T + T 2

2!
+⋯+

T n−1

(n − 1)!) [(en(T )−1)n−1] ≡ 1[T ]
Par onséquent x ≡ y[T n] soit Qn(T ) ≡ T [T n] i.e ln(en(T )) ≡ T [T n].
4. Montrons tout d'abord que l'exponentielle d'une matrie nilpotente est bien unipotente :

Notons p l'indie de nilpotene de M , on a bien :

exp(M) = +∞∑
k=0

1

k!
Mk = ep(M) = In +M p−1∑

k=1

1

k!
Mk−1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
nilpotente

Soit U = In +M ′
ave M ′

nilpotente d'indie p′,

lp′(In + (U − In)) =M ′ −
M ′2

2!
+⋯+ (−1)p′ M ′p′−1

(p′ − 1)!
est nilpotente (mettre M ′

en fateur).

La bijetion résulte du fait que ep et lp sont réiproques l'une de l'autre (f (∗) et 3.).
5. Notons M = A − λIn nilpotente. On a

1

λ
A = In +

1

λ
M unipotente.

On peut don appliquer 4. : il existe une matrie M ′
nilpotente telle que exp(M ′) = 1

λ
A.

Ii j'utilise la surjetivité de l'exponentielle omplexe (HP mais je ne vois pas omment faire

autrement), il existe λ′ ∈ C tel que eλ
′

= λ et puisque M ′
et λ′In ommutent :

exp(M ′ + λ′In) = A
Je n'ai pas réussi à onlure quant à la surjetivité de l'exponentielle de Mn(C) sur GLn(C).
On a vu l'an passé qu'elle n'était pas injetive, en onsidérant la matrie

Cθ = ( 0 θ

−θ 0
)

On remarque que C2

θ = −θ
2I2, on sépare alors les puissanes selon la parité :

∞∑
k=0

1

k!
Ck

θ = (
∞∑
k=0

(−1)k θ2k

(2k + 1)!)Cθ + ( ∞∑
k=0

(−1)k θ2k

(2k)!) I2 =
sin(θ)

θ
Cθ + cos(θ)I2
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D'où :

exp(Cθ) = ( cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ))

On a par exemple exp(C2π) = exp(C0) = (1 0

0 1
) et C2π ≠ C0.

Partie IV : raines m-ièmes dans GLn(R) ou GLn(C)
1. Considérons P (Y ) = Y 3 −X ∈K[X][Y ] et µ la raine ubique de λ dans K. On a :

P (µ) = µ3 −X = λ −X ≡ 0[X − λ] et P ′(µ) = 2µ2 ≠ 0 d'inverse

1

2
(µ − 1

µ2
X)[X − λ]

Don d'après la partie II :

∀k ∈ N∗, ∃Q ∈K[X], P (Q(X)) ≡ 0[(X − λ)k] ⇔ Q(X)3 ≡X[(X − λ)k]
remarque : on n'a plus forément uniité puisque l'on n'impose pas Q(X) ≡ µ[X − λ].
2. Même prinipe on onsidère R(Y ) = P (Y ) −X , R(µ) = P (µ) −X = λ −X ≡ 0[X − λ] et
R′(µ) = P ′(µ) ≠ 0 inversible dans K, ainsi [P ′(µ)]−1(X − λ) est un inverse de R′(µ) modulo

X − λ. Les hypothèses sont de nouveau véri�ées don l'équation suivante admet une solution

pour tout k ∈ N∗ :
P (Q(X)) ≡ X[(X − λ)k]

3. L'existene a démontré fait diretement pensé au théorème des restes hinois, mais je n'ar-

rive pas l'utiliser proprement...

4. Le polyn�me T est sindé sur K don de la forme :

T (X) =∏(X − λi)αi

Comme l'appliation x ↦ P (x) est une surjetion, ∀i,∃µi/P (µi) = λi.

Les P (µi) sont raines de T don P ′(µi) ≠ 0. Ainsi d'après 2. les équations :
P (Qi(X)) ≡X[(X − λi)αi]

admettent des solutions. Et les fateurs (X − λi)αi
sont premiers entre eux don d'après 3. :

P (Q(X)) ≡ X[∏(X − λi)αi] ⇔ P (Q(X)) ≡X[T ]
admet une solution.

5. On se plae dans K = C, et hoisissons pour T le polyn�me aratéristique de A.

T est sindé sur C, en outre x ↦ P (x) = xm
y est surjetive don une raine de T λ = P (µ).

Montrons que P ′(µ) ≠ 0. Supposons le ontraire : P ′(µ) = mµm−1 = 0 ⇔ µ = 0 par suite on

aurait P (µ) = 0 = λ don 0 serait valeur propre de A, absurde puisque A inversible.
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Don d'après 4. il existe Q ∈ C[X] tel que :

Q(X)m = X + T (X)U(X)
D'après le théorème de Cayley-Hamilton T (A) = 0 d'où :

Q(A)m = A
Ainsi B = Q(A) onvient et est inversible par passage au déterminant.

Le as réel est similaire ar on suppose que toutes les valeurs propres de A sont réelles (don

son polyn�me aratéristique T est sindé sur R) et m est pris impair don x ↦ xm
dé�nit bien

une surjetion. Le reste de la démonstration est identique.

6. Je ne vois pas e qu'on entend par aratériser, est-e simplement (X −α)(X − α)Q(X) ?
7. T est sans raine réelle, don se déompose omme suit :

T (X) =∏
i

(aiX2 + biX + ci)αi

où les fateurs sont premiers entre eux. Don d'après 6. et 3. l'équation :

Q(X)m ≡X[T ]
admet une solution. De même on prend T = χA qui est bien sans raine réelle puisque A n'a

pas de valeur propre réelle, puis on évalue en A :

Q(A)m = A
Partie V : à propos de la déomposition de Dunford

1. Soit χ ∈ K[X] de degré n, l'ériture nous fait bien sûr pensé au polyn�me aratéristique

d'une matrie. On peut en e�et faire de χ le polyn�me aratéristique de sa matrie ompagnon

A ∈ Mn(K). Notons u l'endomorphisme assoié de Kn
, et P son polyn�me minimal (qui est

unitaire et sans fateur arré). On sait d'après le ours que P ∣χ (onséquene du théorème

de Cayley-Hamilton) et χ ∣P n
(on se plae dansMn(K[X]), on e�etue une CL pour obtenir

P (X) = (A −XIn)Q(X) et on passe au déterminant).

J'ai trouvé une preuve plus élémentaire (en herhant la question suivante) mais dans le doute

je laisse la préédente : le polyn�me χ peut se déomposer dans K[X] omme produit de

polyn�mes irrédutibles unitaires χ = λχm1

1
χm2

2
⋯χms

s . On peut alors prendre P = χ1χ2⋯χs qui

divise bien χ et il existe un entier r tel que P r
divise χ (prendre le ppm des ordres de multi-

pliité).

remarque : n'y a-t-il pas une erreur d'énoné quant à l'uniité ?

Montrons qu'un polyn�me P ∈K[X] est sans fateur arré ssi pgd(P,P ′) = 1.
⇐ Par ontraposée, supposons P = Q2R alors en dérivant :

P ′ = Q(2Q′R +QR′) ⇒ QP et Q ∣P ′⇒ pgd(P,P ′) ≠ 1
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⇒ Erivons P = Pm1

1
Pm2

2
⋯Pms

s et dérivons, on obtient :

P ′ =
s∑
i=1

miP
′
i

P

Pi

Par ontraposée de nouveau supposons pgd(P,P ′) ≠ 1, alors il existe Pi divisant P ′. Pour

j ≠ i, Pi divise les
P
Pj

dans la somme don Pi divise miP
′
i
P
Pi
. Comme Pi ne peut pas diviser P ′i

'est qu'il divise

P
Pi

don P 2

i divise P , P possède un fateur arré.

Erivons χ = χmi

i Q et dérivons :

χ′ = (miχ
′
iQ + χiQ

′)χmi−1
i

χi étant irrédutible, il n'a pas de fateur arré don est premier ave χ′i, par onséquent l'ordre

de multipliité de χi dans χ′ est exatement mi − 1, on en déduit alors (ave P = χ1χ2⋯χs) :

χ = λpgd(χ,χ′)P ⇔ P =
χ

λpgd(χ,χ′)
2. P est sindé dans C et sans fateur arré don séparablement sindé dans C. Ainsi si une

matrie l'annule alors elle est diagonalisable dans C.

3. P est sans fateur arré don premier ave P ′, d'après le théorème de Bézout :

∃(U,V ) ∈K[X]2, UP + V P ′ = 1

On évalue en A : V (A)P ′(A) ≡ In[B]. Ainsi P ′(A) est inversible modulo B d'inverse V (A).
Pour aluler V (don l'inverse V (A)) on applique l'algorithme d'Eulide étendu à P et P ′.

4. On a P ′(A) inversible modulo B et bien sûr P (A) ≡ 0[B] don d'après II.3 et II.5 on peut

onstruire une telle suite :

P (Ai) ≡ 0[Bi], Ai ≡ A[B]
Puisque χ ∣P r⇔ P r = χQ d'après le théorème de Cayley-Hamilton :

P (A)r = χ(A)Q(A) = 0⇒ B nilpotente

Don pour i = r par exemple on a P (Ai) = 0 don Ai diagonalisable dans C d'après V.2.

Alors A = Ai +RB qui est bien la somme d'une matrie diagonalisable et nilpotente.

5. Véri�ons les hypothèses de II.3 ave a = P , x1 =X et z = Qi(X) :
P (x1) = P (X) ≡ 0[P ] et P ′(x1) = P ′(X) inversible modulo P ar sans fateur arré don

premier ave P :

UP + V P ′ = 1⇒ V P ′ ≡ 1[P ]
P (Qi(X)) ≡ 0[P i], Qi(X) ≡ X[P ]

On prend alors i = r et on évalue en A, on retrouve la déomposition de Dunford.
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