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Partie I - Groupe ommutatif de type fini

1. Soit (x, y) ∈ Γ2
tors

, alors ∃n1, n2 ∈ Z − {0} tels que n1x = n2y = 0.
Posons n = ppm(n1, n2) alors n = k1n1 = k2n2 et Γtors

est un sous-groupe de Γ ar :

n(x − y) = k1(n1x) − k2(n2x) = 0⇒ x − y ∈ Γ
tors

2. Considérons le groupe (U,×) (ensemble des omplexes de module 1 muni de la multiplia-

tion). Alors ( ⋃
k∈N∗

U2k ,×) où Un est l'ensemble des raines n-ième de l'unité, est un sous-groupe

(in�ni) de (U,×) puisque U2 ⊂ U4 ⊂ ⋯ ⊂ U2k ⊂ ⋯, et pour tout élément x appartenant à ette

réunion, il existe un n ∈ Z− {0} tel que xn = 1 puisqu'elle est onstituée des raines 2k-ième de

l'unité. Don Γ
tors

n'est pas néessairement �ni.

Un autre exemple ave un groupe additif ette fois : omme (Z,+) est lairement un sous-groupe

distingué de (Q,+) on onsidère le groupe quotient (Q/Z,+) formé des lasses d'équivalenes

de la relation sur Q : xRy⇔ x − y ∈ Z ompatibles ave l'addition x̄ + ȳ = x + y. Le neutre est
don 0̄ = Z, et Q/Z = {r +Z, r ∈ Q}. Par ailleurs les rationnels 0 ⩽ p

q
< 1 ne di�èrent pas d'un

entier don sont dans des lasses distintes, et omme il y en a une in�nité (par exemple les

1
n
) alors l'ensemble Q/Z est in�ni. En�n remarquons que ∀r = p

q
∈ Q on a :

qr̄ = p
q
+⋯ + p

q´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
q

= p

q
+⋯ + p

q´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
q

= qp

q
= p = 0

Pour tout élément x du groupe quotient (Q/Z) on a don exhibé un entier n tel que nx = 0.
2.a Soit h une hauteur de Γ, ∀(t, z) ∈ Γ2

on a : ∣h(t + z) + h(t − z) − 2h(t) − 2h(z)∣ ⩽M .

x ∈ Γ, on prend t = z = 2nx ∈ Γ d'où ∣h(2n+1x) − 4h(2nx) + h(0)∣ ⩽M on multiplie par 4−(n+1)

∣4−(n+1)h(2n+1x) − 4nh(2nx) + h(0)∣ ⩽ 4−(n+1)M ⇒ ∣un+1(x) − un(x)∣ ⩽ 4−(n+1)(M + h(0))
en ayant posé un(x) = 4−nh(2nx). Par l'inégalité triangulaire on a :

∣un+p(x) − un(x)∣ ⩽ ∣un+p(x) − un+p−1(x)∣ + ∣un+p−1(x) − un+p−2(x)∣ +⋯ + ∣un+1(x) − un(x)∣⩽ (M + h(0))[4−(n+p) + 4−(n+p−1) +⋯ + 4−(n+1)]
⩽ (M + h(0))4

3
( 1
4
)n+1 [1 − (1

4
)p]

⩽ (M + h(0))4
3
( 1
4
)n+1 Ð→ 0
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La suite (un(x)) véri�e le ritère de Cauhy don onverge vers ĥ(x) pour tout x ∈ Γ. (ar R+
omplet). De plus en prenant n = 0 et en faisant tendre p→ +∞ on a ∣h(x) − ĥ(x)∣ ⩽ 1

3
=M ′

.

2.b On prend maintenant t = 2nx et z = 2ny et on multiplie par 4−n :

∣4−nh(2n(x + y)) + 4−nh(2n(x − y)) − 2(4−nh(2nx)) − 2(4−nh(2ny))∣ ⩽ 4−nM Ð→ 0

et vu que (4−nh(2nz)) onverge il vient : ∀(x, y) ∈ Γ2, ĥ(x + y) + ĥ(x − y) = 2ĥ(x) + 2ĥ(y).
2. En prenant x = y = 0 on a ĥ(0) = 0, puis en prenant x = 0 : ĥ(−y) = ĥ(y).
Ave x = y on a ĥ(2x) = 4ĥ(x). Montrons alors par réurrene que ∀n ∈ N, ĥ(nx) = n2ĥ(x).
Supposons la propriété vraie au rang n − 1 et n et montrons qu'elle le reste au rang n + 1 :

ĥ(nx+x)+ĥ(nx−x)+2ĥ(nx)+2ĥ(x)⇔ ĥ((n+1)x) = 2n2ĥ(x)+2ĥ(x)−(n−1)2 ĥ(x) = (n+1)2ĥ(x)
Et omme ĥ(−nx) = ĥ(nx) = n2ĥ(x) = (−n)2ĥ(x) ela étend la propriété à Z.

3.a ĥ est lairement une hauteur vu 2.b (ave M = 0). Montrons alors qu'elle est admissible,

raisonnons par l'absurde, supposons qu'il existe B ⩾ 0 tel que A = {x ∈ Γ, ĥ(x) ⩽ B} soit in�ni,
alors omme d'après 2.a h(x) ⩽M ′ + ĥ(x), l'ensemble C = {x ∈ Γ, h(x) ⩽M ′ +B} serait in�ni
ar A ⊂ C, e qui est ontraditoire ar h est admissible. Ainsi ∀B ⩾ 0, l'ensemble des x ∈ Γ
tels que ĥ(x) ⩽ B est �ni, d'où ĥ est admissible.

3.b Si ĥ(x) = 0 alors ∀n ∈ Z, ĥ(nx) = n2ĥ(x) = 0. Et omme ĥ est admissible les zéros de ĥ sont

en nombre �ni (prendre B = 0), notons E l'ensemble des zéros et m son ardinal. Si deux des

kx pour k ∈ ⟦1,m⟧ sont égaux k1x = k2x alors (k1 − k2)x = 0, si les kx sont tous distints, alors(m+1)x annulant ĥ il appartient à E, don ∃k ∈ ⟦1,m⟧ tel que kx = (m+1)x⇔ (m+1−k)x = 0,
par onséquent x ∈ Γ

tors

.

Réiproquement si x ∈ Γ
tors

, ∃n ∈ Z − {0} tel que nx = 0⇒ ĥ(nx) = 0⇒ n̂2h(x) = 0⇒ ĥ(x) = 0.
3. On a montré que les zéros de ĥ (soit les x ∈ Γ

tors

) sont en nombre �ni don Γ
tors

est �ni.

3.d x = z+2y don ĥ(2y) = ĥ(x−z) = 2(ĥ(x)+ ĥ(z))− ĥ(x+z) ⩽ 2(ĥ(x)+ ĥ(z)) ar ĥ(x+z) ⩾ 0,
et omme ĥ(2y) = 4ĥ(y) on en déduit ĥ(y) ⩽ 1

2
(ĥ(x) + ĥ(z)).

3.e Soit x ∈ Γ, puis omme Γ est de type �ni modulo 2, x = z1 + 2y1 ave z1 ∈ Z, y1 ∈ Γ et

ĥ(y1) ⩽ 1
2
(ĥ(x) + ĥ(z1)). On réitère la déomposition à partir de y1 : y1 = z2 + 2y2 ave z2 ∈ Z,

y2 ∈ Γ et ĥ(y2) ⩽ (ĥ(y1)+ ĥ(z2)) ⩽ 1
2
(1
2
(ĥ(x)+ ĥ(z1))+ ĥ(z2)). On onstruit de prohe en prohe

la suite (yn) qui onstitue une sorte de � desente in�nie � puisque ĥ(yn) ⩽ ĥ(x)
2n
+ n∑

i=1

ĥ(zi)
2i

, et

en notant M =maxzi∈Z ĥ(zi) on a :

ĥ(yn) ⩽ ĥ(x)
2n
+M n∑

i=1

1

2n
⩽ ĥ(x)

2n
+M

Pour tout n supérieur à un ertain rang n0 on a alors ĥ(yn) ⩽M + 1, et les yn appartiennent

à l'ensemble �ni P = {x ∈ Γ, ĥ(x) ⩽M + 1} (ar ĥ est une hauteur admissible) qui ontient

l'ensemble Z. Finalement x s'exprime omme une somme

r∑
i=1

nixi ave r = Card(P ) et (xi) la
liste des éléments de P . Cei étant valable pour tout x ∈ Γ on en déduit que Γ est de type �ni.
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Partie II - C̄ muni d'une struture de groupe ommutatif de type fini

1.a Les points d'intersetions de Du,v ave C sont donnés par Pu,v(x) = 0 et y = ux+v. Comme

Pu,v est un polyn�me de degré 3 il a au plus 3 raines d'où n(u, v) ⩽ 3.
1. n(u, v) ⩾ 2 don Pu,v admet au moins 2 raines réelles distintes don est sindé sur R,

et omme Du,v n'est pas tangente à C, Pu,v n'admet pas de raines doubles, don a 3 raines

distintes d'où n(u, v) = 3.
1.d Soit P (x0, y0) ∈ C tel que la tangente à C en P passe par le point (a, b). On a don :

{ y20 = x3
0 −D2x0

2y0(y − y0) = (3x2
0 −D2)(x − x0)

On a don 2y0y = (3x2
0 − D2)(x − x0) + 2(x3

0 − D2x0) puis on élève au arré 4(x3
0 − D2x0) =[(3x2

0 −D2)(x − x0) + 2(x3
0 −D2x0)]2, on développe et on obtient un polyn�me en x0 de degré

6, ainsi le nombre de points P véri�ant es onditions est �ni (limité par le degré).

2.a Commençons par remarquer que y2 = x3 −D2x ⩾ 0⇒ x ⩾D. Pour t ∈ R �xé montrons qu'il

existe un unique point P (t) tel que y(P (t)) = t i.e que la fontion f ∶ x ↦ x3−D2x− t2 s'annule
une seule fois. Calulons sa dérivée f ′(x) = 3x2 − D2 > 0 pour x ⩾ D, don f est ontinue

stritement roissante sur [D,+∞[, f(D) = −t2 < 0 et de limite +∞ en +∞ don f s'annule une

unique fois (d'après le théorème des valeurs intermédiaires).

Comme f induit une bijetion de [D,+∞[ sur [0,+∞[ on peut érire x = F (t) et don C est

l'ensemble des points (F (t), t) pour t dérivant R.
2.b On a vu que x ⩾ D don F (y) ⩾ D pour tout y ∈ R. Et aussi qu'il existe un unique point

P (−t) tel que y(P (−t)) = −t, la fontion f étudiée préédemment reste la même don s'annule

en x(P (−t)) = x(P (t)) d'où F (−t) = F (t) pour tout t ∈ R, F est paire. Pour une absisse x

�xée il y a 2 ordonnées possibles y et −y (y2 = x3−D2x) don F (y1) = F (y2)⇒ y1 = ±y2, l'autre
sens résulte de la parité.

2. Vu e qu'il préède on a la relation : ∀y ∈ R, F (y)3 = y2+D2F (y) ⩾ y2 don quand ∣y∣→ +∞,

F (y)→ +∞ (parité de F ). En divisant la relation par F (y)3 on a :

y2

F (y)3 + D2

F (y) = 1 et en faisant

tendre ∣y∣→ +∞ il vient

y2

F (y)3 → 1 d'où ∣y∣2/3F (y)→ 1.

2.d Commençons par donner l'équation de la droite D(a, t) : y = ( t−a
F (t)−F (a))x+ aF (t)−tF (a)

t−a . On

prends don ave les notations de l'énoné u = t−a
F (t)−F (a) et v = aF (t)−tF (a)

F (t)−F (a) , puis u
′ = F (t)−F (a)

t−a et

v′ = tF (a)−aF (t)
t−a . Si Ha(t) ∉ {a, t}, F (Ha(t)) est le troisième point d'intersetion ssi Ha(t) est

raine de Qu′,v′ . On remarque que atHa(t) est le produit des 3 raines de Qu′,v′ don en dé-

veloppant le polyn�me et en appliquant les relations oe�ients-raines on obtient e qu'il faut.

Dans les deux autres as on a une raine double et l'équivalene (T1)⇔ (T2)⇔ (T3) donne la
réponse.

2.e Dans l'expression de Ha(t), le premier fateur tend vers −1 ar

t2

F (t)3 → 1, quant à elui

entre rohets, on développe le premier numérateur et ompte tenu de 2. seul le premier terme
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ne tend pas vers 0, de même pour le premier terme de l'autre quotient. La limite du rohet est

alors

1
a
[F (a)3 −D2F (a)] = 1

a
× a2 = a, on en déduit lim

t→+∞
Ha(t) = −a, et don la droite D(a, t)

tend à être vertiale (d'équation x = x(P (a))).
3.a Justi�ons au préalable l'intégrabilité : la fontion t ↦ 2

3F (t)2−D2 est C○m (même C○), strite-
ment positive sur R (puisque F est C1 et F (t) ⩾D) et

2
3F (t)2−D2 ∼ 2

3∣t∣4/3
en ±∞ don l'intégrale

a un sens. En outre L′(y) = 2
3F (t)2−D2 > 0 sur R, don L est (ontinue) stritement roissante

sur R à valeur dans ] lim
y→−∞

F (y), lim
y→+∞

F (y)[ soit bijetive de R sur ]0,Ω[.
3.b Sahant que F est paire, e�etuons le hangement de variable u = −t (liite ar C1 bijetif),
on obtient L(y) = ∫ −y−∞ 2dt

3F (t)2−D2 d'où par la relation de Chasles L(y)+L(−y) = Ω pour tout y ∈ R.
4.a La famille (Li(X)) forme une base de Rn−1[X] (en e�et elle possède n éléments et si

n

∑
i=1

αiLi(X) = 0 en évaluant en les xi on a les αi = 0). Il existe ainsi des βi tels que Q(X) =
n

∑
i=1

βiLi(X) et de nouveau en évaluant en les xi on détermine les βi : Q(X) = n

∑
i=1

Q(xi)Li(X).

4.b Remarquons que l'on a Li(X) = P (X)
P ′(xi)(X−xi)

don Li(0) = (−1)n−1
∏
j≠i

xj

P ′(xi)
. Puis dans la re-

lation supra prenons Q(X) = Xk+1
et évaluons en 0, e qui donne pour k ∈ {0, ..., n − 2} :

0k+1 = (−1)n−1 n

∑
i=1

xk+1
i

∏j≠i xj

P ′(xi) = ((−1)n−1
n

∏
i=1

xi) n

∑
i=1

xk
i

P ′(xi) . D'où si les xi non nuls

n

∑
i=1

xk
i

P ′(xi) = 0.
Pour k = n−1, déomposons P (X)−A(X) = n

∑
i=1

(P −A)(xi)Li(X) ave A(X) = Xn
(ainsi P −A

est degré n − 1). Comme les P (xi) = 0 on a P (X) −A(X) = − n

∑
i=1

xn
i Li(X) et évalue de même

en 0 : P (0) −A(0) = P (0) = ((−1)n−1 n

∏
i=1

xi) n

∑
i=1

xn−1
i

P ′(xi) d'où
n

∑
i=1

xn−1
i

P ′(xi) = 1.
Etudions le as où un xi0 est nul (ela s'extrapolera à plusieurs xi nuls), alors on peut érire

P (X) =XR(X) et remarquer que P ′(xi) = xiR(xi). Ainsi on applique e qui préède à R puis

on multiplie numérateur et dénominateur par xi pour se ramener à P . (Il reste le as k = 0 que

je n'ai pas réussi à traiter).

5.b Sur ]a,+∞[, la fontion t ↦ Ha(t) introduite en 2.d est C1
, de même pour t ↦ a et t ↦ t,

et on a vu que si Ha(t) ∉ {a, t} les points P (Ha(t)), P (a) et P (t) sont alignés, don d'après

5.a la fontion t ↦ L(a) + L(t) + L(Ha(t)) est onstante sur es intervalles. Par ontinuité

de ette fontion on en déduit qu'elle est onstante sur ]a,+∞[. Pour onnaître la valeur de

elle-i on fait tendre t → +∞, ainsi par ontinuité L(Ha(t)) → L(−a), L(t) → Ω et don

L(a) +L(t) +L(Ha(t)) → L(a) +L(−a) +Ω = 2Ω.
5. Comme les yi sont distints on peut supposer (quitte à réindexer) y1 < y2 < y3. Puis-

qu'il y a 3 réels, au moins 2 sont de même signe, disons 0 < y2 < y3. On hoisit alors a = y2,
t = y3 > a (et don on a y1 = Ha(t)) ainsi d'après 5.b L(y1) + L(y2) + L(y3) = 2Ω. Le as

où y1 < y2 < 0 se traite de prenant l'opposée 0 < −y2 < −y1 et en appliquant de nouveau 5.b

L(−y1) +L(−y2) +L(−y3) = 2Ω⇒ L(y1) +L(y2) +L(y3) = Ω ar L(−yi) = Ω −L(yi).
5.e Comme L est à valeur dans ]0,Ω[ on ne peut avoir que L(y1) + L(y2) + L(y3) ∈ {Ω,2Ω}.
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Supposons L(y1) + L(y2) + L(y3) = Ω. On remarque qu'on doit avoir y1 < y2 < 0 sinon pour

0 < y2 < y3 on aurait Ω = L(0) < L(y2) < L(y3) et par suite L(y1) + L(y2) + L(y3) > Ω absurde.

Alors d'après e qu'on a vu en 5. on a L(y1)+L(y2)+L(y3) = Ω ave y3 =Hy1(y2) et don les
points P (y1), P (y2) et P (y3) sont alignés. Si L(y1) +L(y2) +L(y3) = 2Ω on se ramène au as

préédent en prenant les opposés.

6.a D'après 3.a L est une bijetion de R sur ]0,Ω[, don la fontion y ↦ 2πL(y)
Ω

est une

bijetion de R sur ]0,2π[ don E est une bijetion de C̄ sur G. Comme G possède une

struture de groupe ommutatif multipliatif, par bijetion C̄ lui est isomorphe et la loi +
est dé�nie de manière unique par E(P + Q) = E(P )E(Q). De plus si P + Q ≠ ∞ on a

E(P )E(Q) = exp ( 2iπ
Ω
L(y(P ))) exp (2iπ

Ω
L(y(Q))) = exp (2iπ

Ω
(L(y(P )) +L(y(Q)))) = E(P +

Q) = exp (2iπ
Ω
L(y(P +Q))). Par onséquent modulo Ω on a L(y(P ))+L(y(Q)) ≡ L(y(P +Q)).

Or omme L est à valeur dans ]0,Ω[ on a 2 possibilités : si L(y(P ))+L(y(Q)) < Ω on a égalité

L(y(P ))+L(y(Q)) = L(y(P +Q)) et si L(y(P ))+L(y(Q)) > Ω on a L(y(P ))+L(y(Q))−Ω =
L(y(P +Q)).
6.b On peut proéder diretement par équivalene P1 + P2 + P3 = ∞ ⇔ E(P1 + P2 + P3) =
1⇔ E(P1)E(P2)E(P3) = 1⇔ exp (2iπ

Ω
(L(y(P1)) +L(y(P2)) +L(y(P3)))) = 1⇔ L(y(P1)) +

L(y(P2)) +L(y(P3)) ∈ ΩZ⇔ P1, P2, P3 alignés d'après 5. et 5.e.

6. Comme L(y)+L(−y) = Ω, il vient E(P (y)+P (−y)) = E(P (y))E(P (−y)) = exp ( 2iπ
Ω
(L(y) +L(−y))) =

exp(2iπ) = 1⇔ P (y)+P (−y) = ∞ soit −P (y) = P (−y) qui est le symétrique de P par rapport

à (Ox).
6.d L'équation x2 = z pour un omplexe z ∈ G �xé admet 2 solutions. Don puisque G est

isomorphe à C̄ on a de même 2 solutions pour l'équation 2Q = P .

Partie III - Formules relatives à ette loi de groupe

1.a P1 + P2 + P3 = ∞ don P1, P2, P3 sont alignés d'après 6.b. La droite les joignant a pour

équation y = y1 + y2−y1
x2−x1

(x − x1) don d'après les résultats admis dans le préambule, les abs-

isses x1, x2, x3 des points P1, P2, P3 ∈ Du,v ∩ C sont raines du polyn�mes P (x) = x3 −D2x −
(y1 + y2−y1

x2−x1
(x − x1))2. On développe l'expression et en utilisant les relations oe�ients-raines

on tie x1+x2+x3 = ( y2−y1x2−x1
)2
. Par ailleurs

y2−y1
x2−x1

= y2
2
−y2

1

(y1+y2)(x2−x1)
= (x3

2
−D2x2)−(x

3

1
−D2x1)

(y1+y2)(x2−x1)
= x2

1
+x1x2+x

2

2
−D2

y1+y2
,

on obtient la relation que l'on devait démontrer. L'autre provient du fait que y3 = y1+ y2−y1
x2−x1

(x3−
x1).
1.bMême prinipe, on e�etue X ← X−D dans le polyn�me P de sorte que les xi+D en soient

raines, et toujours grâe aux relations oe�ients raines on tire (x1 +D)(x2 +D)(x3 +D) =
(y1 − y2−y1

x2−x1
(x − x1))2 = ( (x1+D)y2−(x2+D)y1

x2−x1
)2.

2.a On s'aperçoit qu'au signe près il s'agit des formules de 1.a en faisant tendre (x2, y2) vers(x1, y1). Justi�ons ette opération : prenons P1 = (x1, y1) = (x, y) ∈ C, P2 = (x2, y2) ∈ C et

P3 = (x3, y3) ∈ C le troisième points tels que les Pi soient alignés 'est-à-dire (P1+P2)+P3 = ∞.

D'après 6. on a y(P3) = −y(P1 + P2) et d'après y(P (y1) + P (y2))→ y(2P (y1)) quand y2 → y1
d'où y3 → −y′ quand y2 → y1. Et par ontinuité de F : x3 = F (y3)→ F (−y′) = F (y′) = x′.
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2.b Diret : on réduit au même dénominateur et on utilise que y2 = x3 −D2x.

3. On pose C̄(Q) = C(Q) ∪ {∞} ainsi le neutre ∞ ∈ C̄(Q). Véri�ons maintenant que si(P1, P2) ∈ C̄(Q)2 alors −P1 ∈ C̄(Q) et P1 + P2 ∈ C̄(Q). Supposons déjà P1 ≠ P2. Le premier

point est véri�é par 6. ar y(−P1) = −y(P1), x(−P1) = x(P1) qui sont rationnels ar P1 ∈ C̄(Q).
Quant au deuxième point on a P1 + P2 = −P3 où P3 est dé�ni par P1 + P2 + P3 = ∞, et d'après

les relations de 1.a ses oordonnées sont rationnelles puisque elles de P1 et P2 le sont, don

P3 ∈ C̄(Q) et par le premier point −P3 = P1 + P2 ∈ C̄(Q). Pour P1 = P2 le deuxième point est

véri�é d'après 2.a.

Partie IV - C̄(Q) de type fini

Partie A

1.a Si a ∈ Q∗ est un arré, a = b2 ave b = ∏pvp(b) ∈ Q∗. Ainsi a = ∏p2vp(b) et don vp(a) =
2vp(b)⇒ vp(a) = 0 pour tout nombre premier p. Réiproquement si les vp(a) = 0 alors les valua-
tions p-adiques sont paires don on peut érire vp(a) = 2vp(b) et a =∏pvp(a) = (∏pvp(b))2 = b2.
1.b Erivons a = pvp(a)m

n
et b = pvp(b)m

′

n′
ave m,m′, n, n′ non divisible par p. Alors a + b =

pvp(a) (m
n
+ pvp(b)−vp(a)m′

n′
) = pvp(a) (mn′+pvp(b)−vp(a)m′n

nn′
). Au numérateur le deuxième terme est di-

visible par p (ar vp(b)−vp(a) > 0) mais mn′ ne l'est pas, don la parenthèse n'est pas divisible

par p et don vp(a + b) = vp(a).
2.a c est un arré don vp(c) est pair, et vp(c) ⩾ 1 don vp(c) ⩾ 2. Posons x = m

n
ave(m,n) ∈ Z ×Z∗ et m ∧ n = 1. Comme on veut cx = c

n
m ∈ Z et m ∧ n = 1 d'après le théorème de

Gauss n∣c⇔ c = nq. Erivons n =∏p
vpi(n)

i , si n est un arré c = n2
onvient, sinon on multiplie

n par q =∏pi où vpi(n) = 1 pour avoir c minimal. Don c est omposé des même fateurs pre-

miers que n, ainsi si vp(c) ⩾ 1, p∣n et p ∤m. Don vp(a) = vp ( cn)+vp(m) = vp ( cn) = vp(c)−vp(n).
Vu la onstrution itée c on a soit vp(c) = vp(n) soit vp(c) = vp(n) + 1 d'où vp(a) ∈ {0,1}.
2.b a(a−Dc)(a+Dc) = a(a2−D2c2) = a3−D2ac2 = (cx)3−D2c3x = c3(x3−D2c) = c3y2 = (b3y)2.
2. Si vp(c) = 0, omme vp(D) = 0 (ar p ∉ S ∪ {2}) on a vp(Dc) = 0 et d'après 1.b si vp(a) ⩾ 1
(sinon vp(a) = 0 pair), vp(a +Dc) = vp(a −Dc) = 0 sont pairs et omme a(a +Dc)(a −Dc) est
un arré vp(a) + vp(a +Dc) + vp(a −Dc) = 0 d'où vp(a) = 0 soit vp(a) pair.
Si vp(c) ⩾ 1 alors d'après 2.a vp(c) ⩾ 2 et vp(a) ⩽ 1 d'où vp(a) < vp(c) et par 1.b vp(a +Dc) =
vp(a−Dc) = vp(a). Or a(a−Dc)(a+Dc) = c3y2 don 3vp(a) = 3vp(c)+2vp(y), et vp(c) est pair
ar c est un arré d'où vp(a) est pair et vp(a +Dc), vp(a −Dc) également puisque égaux.

3.a Notons P (x1, y1), Q(x2, y2) et P + Q(x3, y3). Supposons tout d'abord que P ≠ Q, alors

d'après III.1.b les produits (x1+D)(x2 +D)(x3 +D) et x1x2x3 sont des arrés don ∀p premier

(vp(x1 +D)+vp(x2 +D))+vp(x3 +D) = 0 soit vp(x3 +D) = vp(x1 +D)+vp(x2 +D) et de même

vp(x3) = vp(x1)+vp(x2), e qui prouve que ϕ(P +Q) = ϕ(P )+ϕ(Q). De même si P = Q on a x3

et x3+D des arrés (f III.2.b) don x1x2x3 = x1
1x3 et (x1+D)(x2+D)(x3+D) = (x1+D)2(x3+D)

sont des arrés.
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3.b Q(x, y) ∈ C véri�e 2Q = P don d'après 2.b x′ = (x2+D2

2y
)2, x′ + D = (x2+2Dx−D2

2y
)2 et

x′ −D = (x2−2Dx−D2

2y
)2. Comme par hypothèse x′, x′ +D et x′ −D sont des arrés de rationnels

on en déduit que les trois frations f1, f2 et f3 entre parenthèses sont rationnelles. Puis on

remarque que

2f1−f2−f3
2D2 = 1

y
et

f2−f3
2D
= x

y
sont rationnels don Q(x, y) ∈ C(Q).

3. ϕ(P ) = 0 ⇔ ∀p ∈ S ∪ {2} , vp(x) = vp(x +D) = 0. Et d'après 2. ∀p ∉ S ∪ {2} , vp(a) =
vp(c) + vp(x) = vp(x) et vp(a +Dc) = vp(c) + vp(x +D) = vp(x +D) sont pairs, don �nalement

∀p premier vp(x) = vp(x +D) = 0, et omme a(a −Dc)(a +Dc) est un arré on en tire aussi

vp(x−D) = 0. On en onlut que P ∈ Ker(ϕ) si et seulement si x, x+D et x−D sont des arrés.

3.d Comme Im(ϕ) ⊂ (Z/2Z)2s+2 qui est �ni, on a Im(ϕ) �ni, don il existe une partie �ni

Z ⊂ C̄(Q) telle que ϕ(Z) = Im(ϕ). Soit alors P ∈ C̄(Q), il existe z ∈ Z tel que ϕ(P ) = ϕ(z)
d'où par morphisme ϕ(P − z) = 0⇔ P − z ∈ Ker(ϕ). Ainsi d'après 3.b et 3. il existe Q ∈ C(Q)
tel que 2Q = P − z⇔ P = z + 2Q. Par onséquent C̄(Q) est de type �ni modulo 2.

Partie B

1. Il s'agit de montrer que h(2P ) ⩽ 4h(P ), en notant 2P (x′, y′) et c′ le plus petit arré rendant
a′ = c′x′ entier, ela revient à montrer que ln(c′(x′+D)) ⩽ ln(c4(x+D)4). Nous allons de nouveau
réutiliser les formules de la partie III : x′ = (x2+D2

2y
)2. Multiplions par 4y2c4 de telle sorte que

4y2c4x′ = (c2x2+c2D2)2 = (a2+c2D2)2 soit entier. Comme 4y2c4 = 4(x3−D2x)c4 = 4c(a3−c2D2a)
est entier, par minimalité c′∣4y2c4 et par positivité c′ ⩽ 4y2c4. Par ailleurs x′+D = (x2−2Dx−D2

2y
)2

don par roissane du logarithme : ln(c′(x′ +D)) ⩽ ln [4y2c4 (x2−2Dx−D2

2y
)2] = ln(c4(x2 − 2Dx −

D2)2). Reste à remarquer en développant que (x2 − 2Dx −D2)2 ⩽ (x +D)4.
2.a Si d divise T , U et V alors il divise T + U + DV et T + U − DV e qui est justement

2a1(a2 +Dc2) et 2a2(a1 +Dc1). En revanhe je n'ai pas trouvé de ombinaisons permettant de

montrer que d divise 4D2a1c
2
2 et 4D

2a2c
2
1.

2.b On a montré dans la partie A, question 2. que si vp(c) ⩾ 1 alors vp(a) est pair, mais à plus

forte raison est nul puisque vp(a) ∈ {0,1}, e qui prouve que a∧c = 1. Par l'absurde, supposons
que p divise es trois quantités, si p ∉ S ∪ {2} et p∣4D2a1c

2
2 alors p∣a1c22. De même p∣a2c21. Deux

as se présentent : si p est un diviseur de a1 alors p ne divise pas c1 (ar a1 ∧ c1 = 1), don p∣a2
et par onséquent ne divise pas c2. Par symétrie si p∣c1 il divise c2 et ne divise pas a1 et a2. On
en déduit que p ne diviserait pas a1a2 +D2c1c2. Absurde, don p ne divise pas l'une des trois

quantités.

2.d Notons d le pgd de T , U et V . d les divise tous les trois, don d'après 2.a divise 4D2a1c
2
2

et 4D2a2c
2
1. Soit p un fateur premier de d, par ontraposée de 2.b on a p ∈ S ∪ {2} (don 'est

aussi un fateur de 2D). D'après 2. p4 ne divise pas d, don au mieux p3∣d, or omme p3 est

un fateur de (2D)3 on en déduit que d∣(2D)3.
2.e On veut montrer que e∣c3c4δ. On a c3c4δ le pgd de c3c4d, c3c4d′ et c3c4e, or d = x3x4e

et d′ = (x3 +D)(x4 +D)e don c3c4d = a3a4e, c3c4d′ = (a3 + c3D)(a4 + c4D)e. Don e divise

es trois quantités don leur pgd, e que l'on voulait. Puis h(P3) + h(P4) = ln(c3(x3 +D)) +
ln(c4(x4 +D)) = ln(c3c4(x3 + D)(x4 + D)) = ln(c3c4 d′

e
), on fait apparaître δ de ette façon :
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ln( c3c4δ
e

d′

δ
) = ln( c3c4δ

e
) + ln(d′) − ln(d) ⩾ ln(d′) − ln(d) ar c3c4δ

e
est un entier plus grand que 1.

2.f Posons P3 = P1+P2 et P4 = P1−P2, d'après III.4 on dispose des formules (x3 +D)(x4+D) =
(x1x2+D(x1+x2)−D

2

x2−x1
)2 et x3x4 = (x1x2−D

2

x2−x1
)2. Ou enore en multipliant haut et bas par c1c2 dans

les parenthèses : (x3 +D)(x4 +D) = (a1a2+D(a1c2+a2c1)−c1c2D2

a1c2−a2c1
)2 et x3x4 = (a1a2−c1c2D2

a1c2−a2c1
)2. Vu e

que l'on vient de faire en 2.e posons d = (a1a2 − c1c2D2)2, d′ = (a1a2 +D(a1c2 +a2c1)− c1c2D2)2
et e = (a1c2 − a2c1)2. Notons δ leur pgd. D'après 2.e on a h(P3) + h(P4) ⩾ ln(d′) − ln(δ).
Pour faire apparaître 2(h(P2) + h(P1)) = 2 ln[c1c2(x1 +D)(x2 +D)] = ln[(a1 + c1D)(a2 + c2D)]
on érit a1a2 + D(a1c2 + a2c1) − c1c2D2 = (a1 + c1D)(a2 + c2D) − 2c1c2D2 = (a1 + c1D)(a2 +
c2D)[1− 2c1c2D

2

(a1+c1D)(a2+c2D)
]. Ainsi en passant au logarithme : ln(d′)− ln(δ) = 2 ln[(a1 + c1D)(a2 +

c2D)] + 2 ln (1 − 2c1c2D
2

(a1+c1D)(a2+c2D)
) − ln(δ). On utilise maintenant le résultat de 2.d (sans oublier

les arrés) : δ∣(2D)6 don ln(δ) ⩽ 2 ln((2D)3). On a alors ln(d′) − ln(δ) ⩾ 2(h(P1) + h(P2)) +
2 ln (1 − 2c1c2D

2

(a1+c1D)(a2+c2D)
) − 2 ln((2D)3). Don il reste à montrer que le terme entral est supé-

rieur à −2 ln(2). Pour ela il "su�t" (j'ai mis un ertain temps à m'en rappeler) de remarquer

que x ⩾D⇒ a ⩾ cD et la majoration est immédiate.

3.a D'après II.6.d l'équation 2P = Q admet exatement 2 solutions (du fait de l'isomorphisme

E de G sur C̄ et que x2 = z possède 2 solutions dans G). On résout don x2 = 1 (puisque

E(∞) = 1) dont les 2 solutions sont ±1. On a E(∞) = 1 et montrons que E((D,0)) = −1, en
e�et d'après II.3.b L(0) = Ω

2
don E((D,0)) = exp (2iπ

Ω
L(0)) = exp(iπ) = −1.

3. Immédiat d'après les questions 2.f et 3.b.

3.d On peut réérire 3. de la façon suivante : 2(h(P ) + h(Q)) − h(P + Q) − h(P − Q) ⩽ A

ave A > 0. On souhaite maintenant minorer ette quantité, pour ela e�etuons P ← P +Q
et Q ← P −Q de telle sorte que 2(h(P +Q) + h(P −Q)) − h(2P ) − h(2Q) ⩽ A d'où d'après 1.

2(h(P +Q)+h(P −Q))−4h(P )−4h(Q) ⩽ A⇔ 2(h(P )+h(Q))−h(P +Q)−h(P −Q) ⩾ −1
2
A ⩾ −A.

Don �nalement ∣h(P +Q)+h(P −Q)−2h(P )−2h(Q)∣ ⩽ A et h est bien une hauteur sur C̄(Q).
3.e Soit B ⩾ 0, montrons que l'ensemble

{P ∈ C̄(Q), h(P ) ⩽ B} est �ni. Donnons nous un tel

P d'absisse x et c le plus petit arré tel que a = cx soit entier. x = a
c
, on va alors majorer a et

c, e qui démontrera la lause. En e�et h(P ) = ln(c(x +D)) ⩽ B⇔ c(x +D) ⩽ exp(B). D'une
part a = cx ⩽ c(x +D) = exp(B) et d'autre part omme D ⩽ x on a c ⩽ exp(B)

2D
. Ainsi h est une

hauteur admissible sur C̄(Q).
3.f On a montré dans la partie II que l'on pouvait munir C̄(Q) d'une struture de groupe

ommutatif. Les résultats de la partie III ont permis de démontrer dans la partie IV.A que

C̄(Q) est de type �ni modulo 2, et la partie IV.B nous a fait onstruire une hauteur admissible

sur C̄(Q). Par onséquent les questions 3. et 3.e de la partie I nous permettent de onlure

que C̄(Q)
tors

est �ni et que C̄(Q) est de type �ni.
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