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Partie I - Généralité algébriques

A. On alule les premiers ∆k(P ) :

∆2(P ) = (P (X + 2)− P (X + 1))− (P (X + 1)− P (X)) = P (X + 2)− 2P (X + 1) + P (X)

∆3(P ) = P (X + 3)− 3P (X + 2) + 3P (X + 1)− P (X)

∆4(P ) = P (X + 4)− 4P (X + 5) + 6P (X + 2)− 4P (X + 1) + P (X)

On remarque que les oe�ients des P (X + k) sont eux du triangle de Pasal.

On onjeture alors la formule suivante :

∆n(P ) =

n
∑

k=0

(−1)n+k

(

n

k

)

P (X + k)

On la démontre par réurrene, initialisation :

(−1)1+0

(

1

0

)

P (X + 0) + (−1)1+1

(

1

1

)

P (X + 1) = P (X + 1)− P (X) = ∆(P )

Hérédité :

∆n+1(P ) =

n
∑

k=0

(−1)k+n

(

n

k

)

P (X + k + 1)−∆n(P )

Changement de variable k ← k + 1 :

∆n+1(P ) =

n+1
∑

k=1

(−1)n+k−1

(

n

k − 1

)

P (X + k)−

n
∑

k=0

(−1)n+k

(

n

k

)

P (X + k)

∆n+1(P ) = P (X + n + 1) + (−1)n+1P (X) +

n
∑

k=1

(−1)n+k+1P (X + k)

[(

n

k − 1

)

+

(

n

k

)]

On applique la formule de Pasal et on réupère les indies k = 0 et k = n+1 dans la somme :

∆n+1(P ) =

n+1
∑

k=0

(−1)n+1+k

(

n + 1

k

)

P (X + k)

B. P ∈ Ker∆⇒ P (X + 1) = P (X)⇒ P (0) = P (1) = P (2) = · · · .
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Par suite P (X)− P (0) a une in�nité de 0 (N), don est le polyn�me nul P (X) = P (0).

Ainsi P ∈ R0[X]. Réiproquement si P ∈ R0[X] alors ∆(P ) = 0. Don Ker∆ = R0[X].

C. P (X) =

n
∑

k=0

akX
k
. Le terme dominant se situe dans la di�érene an((X + 1)n −Xn).

Par le bin�me de Newton (X + 1)n −Xn =
n
∑

k=0

(

n

k

)

Xk −Xn =
n−1
∑

k=0

(

n

k

)

Xk
.

Par onséquent ∆(P ) ∈ Rn−1[X]. On applique la formule du rang à ∆|Rn[X] :

dim(Rn[X]) = dim(Ker(∆)) + dim(∆(Rn[X]))

ar Ker(∆|Rn[X]) = Ker(∆) ∩Rn[X] = Ker(∆).

Il vient dim(∆(Rn[X]) = (n + 1)− 1 = n = dim(Rn−1[X]), d'où ∆(Rn[X]) = Rn−1[X].

Ainsi ∆∗ : Rn[X]→ Rn−1[X] est surjetive. Montrons que ∆ l'est aussi :

Soit P ∈ R[X] de degré p = n− 1, P ∈ Rn−1[X], don d'après e qui préède il existe bien un

antéédent Q ∈ Rn[X] ⊂ R[X] tel que ∆∗(Q) = ∆(Q) = P .

D. Par itération ∆k(Rn[X]) = Rn−k, la formule du rang donne dim(∆k) = k.

E. Si P était de degré pair lim
x→+∞

P (x) = lim
x→−∞

P (x) = ±∞ et don on ne pourrait avoir

P (Z) = Z. Supposons maintenant P de degré n > 3 et an > 0. On a don lim
x→+∞

P (x) = +∞.

Le nombre de hangements de variations potentiels sont donnés par les zéros de la dérivée

première. Comme P est un polyn�me, la dérivée aura un nombre �ni de zéros. Don on sait

qu'à partir d'un x0, P sera stritement roissant. Pour a > x0 entier et x ∈]a, a + 1[ on a

P (a) < x < P (a+1). Or on a alulé le terme dominant de ∆P préédemment : ∆P (a)→ +∞
quand a → +∞, ainsi on peut trouver un entier n0 entre les entiers P (a) et P (a + 1) pour a

su�samment grand. Ce qui ontredit l'hypothèse P (Z) = Z. On en onlut que les polyn�mes

véri�ant ette hypothèse sont eux de la forme P (X) = ±X + b ave b ∈ Z.

F. 1) ∀k ∈ N, deg(Hk) = k, (Hk) est une famille éhelonnée don une base de R[X].

2)

∆(Hn) =
1

n!

[

n−1
∏

k=0

(X − (k − 1))−

n−1
∏

k=0

(X − k)

]

∆(Hn) =
1

n!
[(X + 1)− (X − (n− 1))]

n−1
∏

k=1

(X − (k − 1)) =
1

(n− 1)!

n−2
∏

k=0

(X − k) = Hn−1(X)

On exprime P dans la base (Hk) : P =

+∞
∑

k=0

akHk (support �ni). Si P ∈ Ker∆ :

0 = ∆(P ) =

+∞
∑

k=1

akHk−1
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On peut alors identi�er au polyn�me nul dans ette même base : ∀k > 1, ak = 0.

P = a0H0 = a0, P ∈ R0[X]. Et pour l'image 'est lair à partir de ∆(P ) =

+∞
∑

k=1

akHk−1.

3) a > n : Hn(a) =
1

n!
a(a− 1) · · · (a− (n− 1)) =

a!

n!(a− n)!
=

(

a

n

)

∈ Z.

0 6 a < n don un des fateurs est nul Hn(a) = 0.

a < 0, b = −a > 0, Hn(a) = (−1)nb(b + 1) · · · (b + (n− 1)) =
b + (n− 1)

(b− 1)!n!
=

(

b + n− 1

n

)

∈ Z.

Dans tous les as on a Hn(a) ∈ Z.

G. 1) ∆k(P )(a) =
k
∑

i=0

(−1)k+i

(

k

i

)

P (a + i) ∈ Z ar (−1)k+i
(

k
i

)

∈ Z et P (a + i) ∈ Z.

2) Le terme onstant de ∆k(P ) est ak puisque ∆k(Hk) = H0 = 1, don en évaluant en 0 :

ak = ∆k(P )(0)

P ∈ L⇒ ∆k(P ) ∈ L⇒ ∆k(P )(0) ∈ Z⇒ ak ∈ Z

3) Si les ak ∈ Z et b ∈ Z, ak.b
k ∈ Z et don P (b) =

n
∑

k=0

akb
k ∈ Z.

Partie II - Liens entre D et ∆

A. D(∆(P )) = D(P (X + 1)− P (X)) = P ′(X + 1)− P ′(X).

∆(D(P )) = ∆(P ′) = P ′(X + 1)− P ′(X). ∀P ∈ R[X], D∆(P ) = ∆D(P ).

B. 1) A(P ) =

+∞
∑

k=0

αk∆
k(P ) a un sens ar pour k > deg(P ), ∆k(P ) = 0.

2) ∆ est un endomorphisme, don ∆k
également. Ainsi :

A(P + λQ) =
+∞
∑

k=0

αk∆
k(P + λQ) =

+∞
∑

k=0

αk∆
k(P ) + λ

+∞
∑

k=0

αk∆
k(Q) = A(P ) + λA(Q)

A est bien un endomorphisme de R[X].

⇒ Par l'absurde supposons α0 = 0. Il existe un endomorphisme B tel que

I = AB = ∆

(

+∞
∑

k=1

αk∆
k−1B

)

= BA =

(

+∞
∑

k=1

αkB∆k−1

)

D

Alors D serait inversible, absurde puisque Ker∆ = R0[X] 6= {0}. Don α0 6= 0.
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⇐ Comme A stabilise Rn[X] on onsidère son induit f .

Mieux omme ∆(Rn[X]) = Rn−1[X] la matrie de f dans la base anonique est triang. sup.

Ainsi sur la diagonale de M =MB0
(f) se trouve que des α0, d'où :

det(M) = αn
0 6= 0

Don f est bijetive. L'induit de A est surjetif, et omme en I.C A l'est don aussi.

Par ailleurs si A(P ) = 0 en passant au degré deg(A(P )) = deg(P ) = −∞ d'où P = 0.

Don KerA = {0} et A est injetive, don bijetive.

C. 1) deg(D(Hn)) = n− 1 et (Hk) base de R[X] don :

∃(β0, ..., βn) ∈ R
n, D(Hn) =

n
∑

k=0

βk∆
k(Hn)

βn∆n(Hn) = βnH0 = βn terme onstant de D(Hn) = H ′
n. D'où :

βn = H ′
n(0) =

1

n!

n−1
∑

j=0

n−1
∏

i6=j

(X − i) =
(−1)n−1(n− 1)!

n!
=

(−1)n−1

n

2) Comme D et ∆ ommutent, on a (sahant qu ∆n(Hn−1) = 0*) :

D(Hn−1) = D(∆Hn) = ∆D(Hn) =
n−1
∑

k=1

βk∆
k(Hn−1)

Ainsi on a de même βn−1 =
(−1)(n−1)−1

n− 1
et de prohe en prohe βk =

(−1)k−1

k − 1
.

Don les éléments de H véri�ent la formule donnée.

* on peut alors érire une somme in�nie omme suit.

Mais P =
+∞
∑

i=0

aiHi. On érit :

D(P ) =
+∞
∑

i=0

aiD(Hi) =
+∞
∑

i=0

ai

+∞
∑

k=1

βk∆
k(Hi)

Puisque les sommes sont en réalité �nies on peut les intervertir :

D(P ) =
+∞
∑

k=1

βk∆
k

(

+∞
∑

i=0

aiHi

)

=
+∞
∑

k=1

βk∆
k(P )

3) De la même manière les Dk(Hn) forment une base de degrés éhelonnés don

∃(γ0, ..., γn) ∈ R
n, ∆(Hn) =

n
∑

k=0

γkD
k(Hn)
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Partie III - Ulm 2001

A. a0 > 0, lim
x→+∞

P (x) = +∞ don ∃x0 ∈ R, x > x0, P (x) > 0.

Ainsi ϕ : x→ n

√

P (x) est dé�nie pour x > x0.

B. Posons Q(X) = P (X + ℓ). Les oe�ients sont donnés par la formule de taylor bi = Qi(0)
i!

Q(X) =
k
∑

i=0

biX
i

Or

Qi(0)
i!

= P i(ℓ)
i!

et bk = a0 par le bin�me, b0 = Q(0) = P (ℓ) d'où :

P (X + ℓ) = a0X
k +

P (k−1)(ℓ)

(k − 1)!
Xk−1 + · · ·+ P (ℓ)

On met ensuite a0X
k
en fateur omme l'indique l'énoné :

P (X + ℓ) = a0X
k

(

1 +
P (k−1)(ℓ)

a0(k − 1)!X
+

P k−2(ℓ)

a0(k − 2)!X2
+ · · ·+

P (ℓ)

a0Xk

)

On en prend la raine n-ième :

ϕ(X + ℓ) = bXk/n

(

1 +
P (k−1)(ℓ)

a0(k − 1)!X
+

P k−2(ℓ)

a0(k − 2)!X2
+ · · ·+

P (ℓ)

a0Xk

)1/n

On e�etue ensuite un développement asymptotique et on tronque à l'ordre p :

ϕ(X + ℓ) = bXk/n

(

1 +
A1(ℓ)

X
+ · · ·+

Ap(ℓ)

Xp
+ o

(

1

Xp

))

C. 1) On prend maintenant ℓ = 0 et on applique r fois δ :

(δr(ϕ))(X) =

(

∆rA1(0)

X
+

∆rA2(0)

X2
+ · · ·+

∆rAp(0)

Xp
+ o

(

1

Xp

))

On hoisit r de telle sorte que ∆rAi(0) = 0 pour i 6= p et p > k
n
.

2) On a (δr(ϕ))(x)→ 0 quand x→ +∞ et les (δr(ϕ))(m) entier don nuls pour m assez grand.
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