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Colle n

○
8

Énonés :

I) Soit A ∈ GLn(R) telle que A +A−1 = In. Caluler Ak +A−k pour tout k ∈ N.

II) Montrer que I(a) = ∫ +∞0
exp(−(x2 + a

2

x2 ))dx existe pour a ∈ R.

Montrer que pour a > 0, I(a) = ∫
√
a

0
exp(−(x2 + a

2

x2 ))(1 + a

x2 )dx et en déduire I(a) pour a ∈ R.

Solutions :

I) On ramène le problème à deux éléments x, y ommutant et tels que x + y = 1 et xy = 1.

On alule assez rapidement ave le bin�me de Newton et la formule de Pasal les premières

valeurs de Sk = xk + yk :

k = 0⇒ Sk = 2
k = 1⇒ Sk = 1
k = 2⇒ Sk = −1
k = 3⇒ Sk = −2
k = 4⇒ Sk = −1
k = 5⇒ Sk = 1
k = 6⇒ Sk = 2
k = 7⇒ Sk = 1
⋮

On remarque alors une 6-périodiité, en e�et :

xk+6+yk+6 = x6xk+y6yk = (2−y6)xk+(2−x6)yk = 2(xk+yk)−(y6xk+x6yk) = 2(xk+yk)−x6y6(xk−6+yk−6)
Et on onlut par réurrene. Finalement on a :

Si k ≡ 0[6] alors Ak +A−k = 2In
Si k ≡ 1[6] ou k ≡ 5[6] alors Ak +A−k = In
Si k ≡ 2[6] ou k ≡ 4[6] alors Ak +A−k = −In
Si k ≡ 3[6] alors Ak +A−k = −2In

II) La limite de fa ∶ x↦ exp(−(x2 + a
2

x2 )) est nulle en 0 et en +∞ fa ∼ exp(−x2) ⩽ exp(−x) don
I(a) existe ∀a ∈ R − {0}

On herhe un hangement de variable pour lequel l'argument de l'exponentielle est invariant.

On pose u = a

x
(C1 bijetif de ]0,+∞[ dans ]0,+∞[) on obtient :

I(a) = ∫
+∞

0

exp(−(u2 + a2

u2
)) a
u2

du

Don 2I(a) = ∫ +∞0
exp(−(u2 + a

2

u2 ))(1 + a

u2 )du. Montrons que

∫
√
a

0
exp(−(u2 + a

2

u2 ))(1 + a

u2 )du = 1

2 ∫ +∞0
exp(−(u2 + a

2

u2 ))(1 + a

u2 )du

⇔

∫
√
a

0
exp(−(u2 + a

2

u2 ))(1 + a

u2 )du = ∫ +∞√a
exp(−(u2 + a

2

u2 ))(1 + a

u2 )du
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Cei se véri�e en e�etuant le même hangement de variable u = a

x
dans ette intégrale.

En�n par parité de I (en utilisant la dé�nition) on obtient pour tout a ≠ 0 :

I(a) = ∫
√
∣a∣

0

exp(−(u2 + a2

u2
))(1 + ∣a∣

u2
)du

Et I(0) = ∫ +∞0
e−x

2

dx =
√
π

2
. L'avantage de l'intégrale sur un segment est qu'elle légitime

le hangement de variable t = u2 + a
2

u2 , dt = 2u(1 − a
2

u4 )du = 2u(1 − a

u2 )(1 + a

u2 )du.

Et u(1 − a

u2 ) = u − a

u
= −√(u − a

u
)2 = −

√
u2 + a2

u2 − 2a = −
√
t − 2a d'où

I(a) = 1
2
∫
+∞

2a

exp(−t)√
t − 2a dt

On e�etue le hangement de variable y = t − 2a e qui donne :

I(a) = 1

2
exp(−2a)∫

+∞

0

exp(−y)√
y

dy

Dernier hangement de variable y = x2
e qui donne :

I(a) = exp(−2a)∫
+∞

0

exp(−x2)dx = exp(−2a)I(0) =
√
π

2
exp(−2a)
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