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Colle n

○
5 : Espae eulidien

Énoné : E ev eulidien, a, b, c, d ∈ L(E) tels que a∗ ○ c sym. (1) et a∗ ○ d − c∗ ○ b = I (2).

1) Montrez que Ker(a) ∩Ker(c) = {0}.

2) Soit λ ≠ µ deux réels, on suppose (a−λc)(x) = (a−µc)(y) = 0. Montrez que (c(x)∣c(y)) = 0.

3) En onlure qu'il existe λ0 ∈ R tel que a − λ0c soit inversible.

1) En prenant l'adjoint de (2) : d∗ ○ a − b∗ ○ c = I, si x ∈ Ker(a) ∩Ker(c) on a :

d∗ ○ a(x)
±
=0

−b∗ ○ c(x)
±
=0

= x

2) D'une part 0 = (a(x) − λc(x)∣c(y)) = (a(x)∣c(y)) − λ(c(x)∣c(y))

et d'autre part 0 = (a(y) − µc(y)∣c(x)) = (a(y)∣c(x)) − µ(c(y)∣c(x)).

Or (a(x)∣c(y)) = (x∣a∗ ○ c(y))
(1)
= (x∣c∗ ○ a(y)) = (c(x)∣a(y)) d'où :

λ(c(x)∣c(y)) = µ(c(x)∣c(y)) ⇒ (c(x)∣c(y)) = 0

3) Supposons que ∀λ ∈ R, a − λc soit non inversible. Posons n = dim(E).

Choisissons n + 1 valeurs (λi)0⩽i⩽n, alors ∃(xi)1⩽i⩽n non nuls tels que

∀i ∈ ⟦0, n⟧, a(xi) − λic(xi) = 0

D'après 2) on a alors par exemple (c(x0)∣c(xi)) = 0 pour n valeurs de i.

On en déduit c(x0) = 0 puis a(x0) = 0 et en�n x0 = 0 d'après 1), d'où la ontradition. ∎
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