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Colle n

○
3 : Déterminants blos de matrie orthogonale

Énoné : Soit M = (A B

C D
) ∈ On(R), A ∈ Mp, B ∈ Mp,q, C ∈ Mq,p, D ∈ Mq et n = p + q.

Montrer que det(D) = εdet(A) (ε = ±1), et plus préisément si det(A) ≠ 0 :

det(D) = det(M)det(A)

démo : Puisque M ∈ On(R) on a In =t MM = (tA tC
tB tD

)(A B

C D
) = ( tAA +t CC tAB +t CD

tBA +t DB tBB +t DD
).

De même In =M tM = (A B

C D
)(tA tC

tB tD
) = (AtA +BtB AtB +BtD

CtA +DtC CtC +DtD
).

Par identi�ation des enadrés on tire :

{ tAA +t CC = Ip
CtC +DtD = Iq

D'où :

{ det(A)2 = det(Ip −t CC)
det(D)2 = det(Iq −CtC)

Posons N = (Iq C
tC Ip

), P = (Iq −C
0 Ip

) et remarquons que :

NP = (Iq 0

tC Ip −t CC
)

PN = (Iq −CtC 0

tC Ip
)

Comme det(NP ) = det(PN) il vient det(Ip −t CC) = det(Iq −CtC) soit
det(A)2 = det(D)2 ⇒ det(D) = εdet(A)
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