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1 Présentation du problème

On 
onsidère les équations de Lorenz :







ẋ = σ(y − x)
ẏ = ρx− y − xz
ż = xy − βz

La 
ondition initiale de référen
e est uref
0 = (−4.62,−6.61, 17.94), supposée in
onnue. On 
onnait

seulement une ébau
he pas trop éloignée ub = (−5,−7, 17) et des observations générées à partir

de la vraie solution à des dates ti : u
obs(ti) = (x(ti), y(ti), z(ti)).

Le but de 
e TP est d'e�e
tuer une assimilation de données pour retrouver la 
ondition initiale

de référen
e à partir de 
elle d'ébau
he et des observations.

2 Résultats théoriques sur le modèle 
ontinu

Question 1. Soit u(t) = (x(t), y(t), z(t)) la solution du système di�érentiel 
orrespondant à la


ondition initiale u0 = (x0, y0, z0). La fon
tion 
oût suivante mesure la distan
e entre la solution

u et l'observation uobs
sur toute la durée d'observation T :

J (u0) =
1

2

∫ T

0

‖u(t)− uobs(t)‖dt

remarque : j'ai pris l'initiative de multiplier par le fa
teur 1/2 pour ne pas avoir des fa
teurs 2
un peu partout dans l'expression du modèle adjoint et du gradient.

On 
her
he la 
ondition initiale du système qui donne lieu à une solution qui soit la plus pro
he

possible de 
e que l'on observe (problème inverse), 
'est-à-dire qu'on 
her
he u0 telle que J (u0)
soit minimal.

Modèle linéaire tangent. On perturbe u0 dans la dire
tion v0 et on note ũ la traje
toire


orrespondante :

{

dũ
dt

= f(ũ)
ũ(t = 0) = u0 + αv0

(2)

Par soustra
tion de (1) et (2) on obtient :

{

dũ−u
dt

= f(ũ)− f(u)
ũ(t = 0)− u(t = 0) = αv0

(3)
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Or on a :

f(ũ)− f(u) =





σ[(ỹ − y)− (x̃− x)]
ρ(x̃− x)− (ỹ − y)− (x̃z̃ − xz)

x̃ỹ − xy − β(z̃ − z)





ave


x̃ỹ − xy

α
= x̃

ỹ − y

α
+ y

x̃− x

α
−→
α→0

xŷ + yx̂

En divisant par α et en passant à la limite on obtient :

dû

dt
=





σ(ŷ − x̂)
ρx̂− ŷ − xẑ − zx̂
xŷ + yx̂− βẑ



 =





−σ σ 0
ρ− z −1 −x
y x −β









x̂
ŷ
ẑ



 =
∂f

∂u
û

{

dû
dt

= ∂f

∂u
û

û(t = 0) = v0

Modèle linéaire adjoint.

{

dP
dt

+
[

∂f

∂u

]t
P = u− uobs

P (t = T ) = 0

Le gradient est alors donné par (∇J )u0
= −P (0)

Question 2. On a 
al
ulé plus généralement en 
ours le gradient de l'appli
ation x ∈ R
m 7→

1
2
‖Ax− y‖2 où A ∈Mn,m(R) et y ∈ R

n
qui est At(Ax− y). I
i ave
 y = ub

et A = I on a don


(∇J )u0
= u0 − ub − P (0)

remarque : l'expression du modèle tangent et adjoint reste in
hangée.

Question 3. On dis
rétise l'évolution en notant ui = (xi, yi, zi) l'état du système à la date ih où

h est le pas de temps.

Le s
héma numérique le plus simple est 
elui d'Euler :

ui+1 = ui + f(ui)⇔







xi+1 = xi + hσ(yi − xi)
yi+1 = yi + h(ρxi − yi − xizi)
zi+1 = zi + h(xiyi − βzi)

Ou en
ore é
rit sous forme matri
ielle :

ui+1 =





xn+1

yn+1

zn+1



 =





1− hσ hσ 0
h(ρ− zi) 1− h −hxi

hyi hxi 1− hβ









xn

yn
zn



 = Miui

remarque : on voit que

ui+1−ui

h
= 1

h
(Mi − I)ui =

∂f

∂u
ui. On va don
 utiliser ta
itement le �ltre de

Kalman étendu.

Comme on se ramène à une approximation linéaire il faut normalement prendre en 
ompte une


ertaine erreur ei dans le modèle linéaire, sans biais et de matri
e de 
ovarian
e Qi. Les obser-

vations sont données dire
tement don
 l'opérateur d'observation Hi est l'identité, mais on prend

également en 
ompte une 
ertaine marge d'erreur sur 
elles-
i ǫi sans biais et de matri
e de 
o-

varian
e Ri.
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L'algorithme de Kalman s'é
rit don
 :

Initialisation :

ua
0 = ub

0

P a
0 = P b

où ub
0 = (−5,−7, 17) est l'état initial appro
hé et P b

est sa matri
e de 
ovarian
e d'erreur.

Etape i :
uf
i+1 = Miu

a
i (KF1)

P f
i+1 = MiP

a
i M

T
i +Qi (KF2)

Ki+1 = P f
i+1[P

f
i+1 +Ri+1]

−1 (KF3)

ua
i+1 = uf

i+1 +Ki+1[u
obs
i − uf

i+1] (KF4)

P a
i+1 = P f

i+1 −Ki+1P
f
i+1 (KF5)

Question 4. Rappelons rapidement le lien entre le �ltrage de Kalman et la minimisation de la

fon
tionnelle J dis
rétisée suivante :

J (u0) = (u0 − ub
0)

t(u0 − ub
0) +

n
∑

i=0

(uobs
i − ui)

t(uobs
i − ui)

L'idée est de dé
ouper la fon
tionnelle en deux parties J (u0) = J0,m(u0) + Jm,n(u0). On se

rend alors 
ompte que minimiser la fon
tionnelle globale sur [0, tn] revient à minimiser d'abord

J0,m(u0) sur [0, tm] donnant un résultat ua
0 qu'on utilise ensuite 
omme ébau
he dans la minimi-

sation de Jm,n(u0). C'est 
e que l'on appelle 
ommunément le transfert d'optimalité.

On pousse alors 
e raisonnement à l'extrême en subdivisant [0, tn] en segments élémentaires

[ti, ti+1], et on e�e
tue les minimisations des Ji,i+1(u0) en 
as
ades sur 
ha
un d'eux en trans-

férant l'optimalité. Or on a vu que minimiser Ji,i+1(u0) (une 3d-var don
) est équivalent à faire

une BLUE. Autrement dit on fait une BLUE à 
haque pas de temps, 
e qui est pré
isément 
e

que fait l'algorithme de Kalman !

remarque : 
ette démar
he n'est toutefois pas 
omplètement équivalente à l'optimisation de la

fon
tionnelle sur [0, tn] qui est quant à elle globale. Les deux méthodes donneront seulement lieu

à la même estimation de u au temps �nal tn.

Figure 1: Comparaison assimilation par �ltre Kalman et 4d-var (vert)
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3 Modèles dis
rets

Question 5. Le �
hier matlab euler.m 
ontient 3 méthodes de résolution numérique des équa-

tions de Lorenz. La première utilise une primitive de Matlab, à savoir ode45 qui permet de

résoudre de tel système di�érentiel via un s
héma de Runge-Kutta d'ordre 4 ou 5 à pas adaptatif.

On obtient bien 
i-dessous les même traje
toires que 
elles �gurant dans le sujet.
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Figure 2: Résolution du système di�érentiel via ode45

Il était possible de répondre dire
tement à toutes les questions du TP ave
 
ette primitive, en

parti
ulier pour le point déli
at du 
al
ul du gradient, on pouvait le 
ourt-
ir
uiter en résolvant

l'équation du modèle adjoint sur P et en prenant −P (0). Seulement, en pratique, on ne dis
rétise

pas le modèle 
ontinu de l'adjoint pour 
al
uler le gradient. Plut�t, on part d'un modèle dis
ret


ara
térisé par un 
ode numérique, et on en détermine un 
ode adjoint (dis
ret lui aussi, via des

méthodes de di�érentiation automatique pour les 
as 
omplexes). J'ai dé
idé de répondre aux

questions du TP sous 
et angle, a�n de bien 
omprendre 
omment tout 
ela fon
tionne. C'est

pourquoi par la suite je n'aurai plus re
ours à ode45, j'ai implémenté dans euler.m les méthodes

d'Euler et de Runge-Kutta du se
ond ordre ave
 un pas de dis
rétisation h :

ui+1 = ui + hf(ui +
h

2
f(ui))

Les avantages de 
ette dernière par rapport à la méthode d'Euler est qu'elle donne une estimation

de la dérivée à un ordre supérieur, et surtout qu'elle est stable, tandis que dans le 
as d'Euler il

faut prendre un pas de temps h ex
essivement petit pour ne pas que la solution n'explose. C'est

toujours le risque ave
 des méthodes expli
ites. Dans les simulations numériques on prendra

h = 0.05 pour RK2 et h = 0.01 pour Euler.

remarque : Dans le sou
i de rester 
ohérent dans la progression de mon travail, je traiterai la

question 9 avant les questions 7 et 8, qui sont les briques de base de la 4d-var faisant l'objet de
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la question 10. De même la question 11 portant sur la fréquen
e d'observation sera traitée et

illustrée dans les questions 9 et 10.

Question 9. L'algorithme de Kalman a été dé
rit à la question 3, en ayant dis
rétisé le modèle

via un s
héma d'Euler, qui nous a 
onduit à une matri
e Mi régissant l'évolution temporelle du

système (ui+1 = Miui). Pour des raisons de stabilité j'ai �nalement opté pour un s
héma de

Runge-Kutta. Il est don
 né
essaire de re
al
uler la matri
e Mi, 
'est-à-dire de 
onnaître ex-

pli
itement la relation reliant ui à ui+1. Car dans le �
hier euler.m ui+1 = ui + hf(ui +
h
2
f(ui))

était 
al
ulé à partir de variables auxiliaires ki (voir 
ode). A�n de ne pas noyer le 
orre
teur

dans les 
al
uls je me suis limité à du Runge-Kutta d'ordre 2, et pour ne pas me noyer moi-

même (après avoir survé
u à la �n du monde s'eut été dommage) j'ai 
ontr�lé les expressions

ave
 Maple (voir feuille Lorenz.mv). On obtient les 9 
oe�
ients assez 
ompliqués de la matri
e

Ml (
f. 
ode question9.m). L'algorithme requiert aussi la 
onnaissan
e des matri
es de 
ovari-

an
e d'erreur P b
et Ri que nous prenons toutes égales à l'identité (puisque dans la fon
tion 
oût

on donne le même poids à toutes les variables) et nous supposons que le modèle est parfaitQi = 0.

Toutes les simulations numériques ont été réalisées ave
 les paramètres de Lorenz suivants :







σ = 10
ρ = 28
β = 8

3

Cas où les observations sont parfaites

Ayant au départ oublié d'initialiser toutes les matri
es Ri à l'identité, j'ai obtenu le résultat

du �ltrage 
i-dessous. Dans toute la suite la 
ourbe bleue représente la vraie solution, la noire

l'ébau
he et la rouge l'analyse. Les observations sont repérées par les points verts. En absen
e

de bruit 
elles-
i se situent exa
tement sur la 
ourbe bleue.
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Figure 3: Filtrage de Kalman sur les premières se
ondes ave
 des observations parfaites Ri = 0
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On 
onstate alors que dès la première observation la 
ourbe d'analyse rejoint 
e point puis se


onfond ave
 la 
ourbe bleue. En e�et 
omme toutes les Ri sont nulles, les varian
es valent 0

don
 les observations sont parfaites et il s'en suit que Ki+1 = P f
i+1[P

f
i+1 + Ri]

−1 = I puis que

ua
i+1 = uf

i+1 + I[uobs
i+1 − ui+1

f ] = uobs
i+1 et en absen
e de bruit uobs

i+1 = ui+1. En�n 
omme le système

est déterministe, les deux 
ourbes se 
onfondent sur tout le reste de la simulation puisqu'elles


oin
ident au point d'observation.

Digression : on voit que bien que les 
onditions initiales de la 
ourbe d'ébau
he et de la vraie

solution soient pro
hes, les traje
toires 
orrespondantes se di�érentient dès les premières se
ondes

de simulation, si on les représente sur la durée totale de l'expérien
e à savoir 30 s alors il appa-

rait nettement que leur 
omportement est 
omplètement di�érent. Ce
i est du au 
omportement


haotique de l'attra
teur de Lorenz, même pour une variation in�me de 10−4
sur la 
ondition

initiale, les 
ourbes résultantes peuvent adopter des traje
toires très distin
tes. Historiquement


'est d'ailleurs de 
ette manière que Lorenz a dé
ouvert 
e phénomène de 
haos, en enregistrant

d'un jour à l'autre les résultats fournis par son ordinateur ave
 seulement 4 
hi�res signi�
atifs

après la virgule. Ce
i explique au passage pourquoi on obtient des résultats di�érents selon la

méthode de dis
rétisation 
hoisie (ode45, Euler ou RK2).

0 5 10 15 20 25 30
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

temps (ms)

x

0 5 10 15 20 25 30
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

temps (ms)

y

0 5 10 15 20 25 30
5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

temps (ms)

z

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20
5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

x

z

Plan de phase xz

Figure 4: Illustration de la sensibilité à la 
ondition initiale : uref = (−4.62,−6.61, 17.94) versus
ub = (−5,−7, 17)

Cas où les observations sont bruitées

On ajoute aux observations un bruit gaussien de varian
e donnée var via la fon
tion randn de

Matlab. Les matri
es Ri ne sont alors plus nulles mais diagonales ave
 les varian
es du bruit sur

la diagonale.

var = 1;
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std = sqrt(var);

bruitx = std*randn(nobs+1,1);

bruity = std*randn(nobs+1,1);

bruitz = std*randn(nobs+1,1);

% Le ve
teur d'observation est nul sauf aux temps d'observations tobs

j = 1;

for i = tobs

xob(i) = x(i) + bruitx(j);

yob(i) = y(i) + bruity(j);

zob(i) = z(i) + bruitz(j);

j = j+1;

end

% Matri
es d'erreurs d'observations

R = zeros(3,3,tfinal);

for i = 1 : tfinal

R(:,:,i) = var*eye(3);

end

Si on reprends la simulation pré
édente mais ave
 des observations bruitées, on obtient le résultat

suivant.
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Figure 5: Filtrage de Kalman sur les premières se
ondes ave
 observations bruitées (var = 1)

Cette fois on remarque que la 
ourbe analyse ne passe plus exa
tement par le point d'observation

mais s'en rappro
he toutefois en se démarquant de la 
ourbe d'ébau
he noire. On re
onnait bien

là le fon
tionnement de l'algorithme de Kalman e�e
tuant un BLUE à 
haque itération :
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Figure 6: Prin
ipe de fon
tionnement du �ltrage de Kalman

Si on pro
ède à une assimilation de 15 se
ondes (ave
 des observations équiréparties : une toute les

10h = 0.5 s) sur une durée totale d'expérien
e de 30 se
ondes, on obtient le résultat 
i-dessous.

On voit bien que 
omparé à la 
ourbe d'ébau
he noire, la 
ourbe d'analyse elle, a tendan
e à

suivre la 
ourbe bleue grâ
e aux points de 
ontr�les que sont les observations. Bien sûr les

traje
toires sont quand même bien distin
tes 
ar l'attra
teur de Lorenz est hautement instable


omme souligné pré
édemment.
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Figure 7: Assimilation de 15 s sur une durée totale de 30 s

Ci-après on observe l'in�uen
e de la fréquen
e d'observations sur le résultat obtenu (question

11). Si on double 
elle-
i (via le paramètre ob_step qu'on passe à 5) alors on voit que l'analyse

est meilleure, plus il y a de points de 
ontr�les et plus la traje
toire est 
ontrainte à suivre la


ourbe bleue. En revan
he on 
onstate très nettement dans les deux 
as qu'une fois la période

d'assimilation terminée la traje
toire de l'analyse repart dans les 
houx puisqu'elle n'est plus

soumise aux observations.
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Figure 8: In�uen
e de la fréquen
e d'observation (doublée)

En
ore mieux si on dispose des observations à 
haque pas de temps (ob_step = 1) alors l'approximation

est très satisfaisante :
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Figure 9: Filtrage de Kalman ave
 observation à 
haque instant
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Question 7. On rappelle que le 
ode numérique de résolution des équations de Lorenz �gure

dans le �
hier euler.m, et qu'il peut se résumer aux matri
es Mi telles que ui+1 = Miui qui sont


al
ulées dans le �ltrage de Kalman par exemple (variable Ml). Ainsi le 
ode adjoint se résume

à la 
onnaissan
e des matri
es MT
i qu'on va utiliser pour 
al
uler le gradient (
f. le 
ode de

la fon
tion 
ost.m). En e�et le gradient peut se 
al
uler �à rebours� - d'ailleurs dans le modèle

adjoint 
ontinu 
ela se manifeste par la 
ondition initiale P (t = T ) = 0 - via la pro
édure suivante :

On 
al
ule les ve
teurs d'innovations di = ui − uobs
i . On part de ũfin = dfin puis on 
al
ule les

variables adjointes en remontant

ũi = di +MT
i ũi+1

Dans le 
ode j'ai noté (mij)16i,j63 les 
oe�
ients de la matri
e MT
i , ainsi la variable auxiliaire

ũ1 = M t
i ũi+1 est donnée par :

x1_tilde = m11*x_tilde(i+1)+m12*y_tilde(i+1)+m13*z_tilde(i+1);

y1_tilde = m21*x_tilde(i+1)+m22*y_tilde(i+1)+m23*z_tilde(i+1);

z1_tilde = m31*x_tilde(i+1)+m32*y_tilde(i+1)+m33*z_tilde(i+1);

et les variables adjointes par :

x_tilde(i) = x1_tilde + (x(i)-xob(i))*D(i);

y_tilde(i) = y1_tilde + (y(i)-yob(i))*D(i);

z_tilde(i) = z1_tilde + (z(i)-zob(i))*D(i);

Le gradient est alors obtenu par nablaJ = [x_tilde(1),y_tilde(1),z_tilde(1)℄;

La fon
tion 
ost.m renvoie don
 à partir d'une traje
toire et des observations, le résultat de la

fon
tion 
oût (é
art aux observations) et son gradient.

Question 8. A�n de valider le modèle adjoint, et don
 de sur
roît le gradient dont nous au-

rons besoin pour l'algorithme de 4d-var, j'ai soumis la fon
tion 
ost.m aux tests de gradients

regroupés dans la fon
tion question8.m.

Test du premier ordre

Consiste à véri�er que les quantités τ(α, ei) =
J(u+αei)−J(u)

α
et δ(ei) = < ∇J, ei > sont pro
hes,

i.e véri�er que l'erreur relative ǫ(α, ei) =
|τ(α,ei)−δ(ei)|

|δ(ei)|
tend bien vers 0 quand α tend vers 0 pour

di�érentes dire
tions ei.

Dans le 
ode j'ai pris 
omme suggéré la dire
tion ei = d = ub−uref
0 et α = 10−k

pour nscale valeurs
de k. Le ve
teur initial u est 
hoisit aléatoirement puis normalisé. Le 
ode étant su�samment


ommenté, mieux vaut un dessin plut�t qu'un long dis
ours :
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Figure 10: Test du gradient du premier ordre
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Figure 11: Tra
é de l'erreur relative ǫ(α, d)

Test du se
ond ordre

Consiste à véri�er que la quantité r(α, ei) = τ(α,ei)−δ(ei)
α

tend vers une 
onstante C(ei) quand

α→ 0. Malheureusement les erreurs numériques bien que petites font que le test du se
ond ordre

é
houe. On se 
ontentera don
 d'une approximation au premier ordre.
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Figure 12: Test du gradient du se
ond ordre

Question 10. Maintenant que l'on s'est assuré que le 
al
ul du gradient était satisfaisant,

nous allons pouvoir l'appliquer à l'algorithme de 4d-Var. L'idée on le rappelle est de trouver la


ondition initiale optimale u⋆
0 qui minimise l'é
art aux observations, 
'est-à-dire la fon
tion 
oût

J (u0). A�n de pro
éder à 
ette minimisation j'ai opté pour une des
ente de gradient :

u0 ← u0 − αk∇J(u0)

Le gradient ∇J(u0) est donné par la fon
tion 
ost.m qui requiert la traje
toire ayant pour


ondition initiale u0 (donnée par euler.m) et des observations. Etant donné que les observa-

tions sont générées à partir de la traje
toire ayant pour 
ondition initiale uref nous devrions

don
 en théorie trouver u⋆
0 = uref mais dans la pratique nous pouvons faire qu'un nombre �ni

d'itérations don
 nous arrêtons l'algorithme dès que la norme du gradient est inférieure à une


ertaine toléran
e ‖∇J(u0)‖ < ǫ, ou que le gradient ne bouge plus de manière signi�
ative

|‖∇J(uk
0)‖ − ‖∇J(u

k−1
0 )‖| < ǫ, ou en
ore que le nombre maximal d'itération max_iter est at-

teint. Dans le 
ode par défaut j'ai 
hoisi max_iter = 30 et ǫ = 10−3
, en�n u0 est initialisée à

ub = (−5,−7, 17).

En prenant une fréquen
e d'observation de 2 (une observation un instant sur deux) le résultat

obtenu est satisfaisant :
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Figure 13: Résultat obtenu pour ob_step = 2

De plus en traçant l'évolution du 
oût et du gradient on 
onstate bien une dé
roissan
e puis une

stagnation, le gradient restant in
hangé à 10−3
près, l'algorithme 
onverge en 22 itérations.
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Figure 14: Evolution du 
oût et du gradient

La 
ondition optimale résultante est u⋆
0 = (−4.83,−6.44, 17.87), de 
oût J (u⋆

0) = 4, 27.10−2
et de

gradient ∇J (u⋆
0) = 4, 26.10−1

qui donne une bien meilleure approximation que l'ébau
he ub
, du
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moins sur les 100 premières itérations (5 premières se
ondes). En e�et si on prolonge la simula-

tion (sans nouvelles observations) la 
ourbe analyse �nit fatalement par se déta
her de la vraie

solution, vers la 200 ème itération (10 se
ondes).

Même ave
 relativement peu d'observations le résultat de l'approximation est plut�t bon 
omme

on peut le voir 
i-dessous, même si l'estimation de la vraie 
ondition initiale est plus éloignée

u⋆
0 = (−5.15,−6.90, 17.65).
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Figure 15: Résultat ave
 peu d'observations

remarque : Toutes les �gures présentes dans le rapport peuvent fa
ilement être reproduites en


hangeant 
omme pré
isé la valeur des paramètres en en-tête de 
haque �
hier Matlab.

4 Con
lusion

L'implémentation du �ltrage de Kalman et de l'algorithme de 4d-Var fut quand même assez

laborieuse dans la mesure où je n'ai utilisé ni ode45 ni fminun
 pour 
al
uler les traje
toires, les

gradients et pro
éder à la minimisation. Par 
onséquent j'ai été souvent exposé à des problèmes

d'ordre numérique, par exemple d'instabilité lorsque j'utilisais initialement un s
héma d'Euler

simple. Beau
oup de temps passé don
 à obtenir un 
ode fon
tionnel, mais 
ela m'a permis

d'é
lair
ir 
ertains points du 
ours et de me rendre 
ompte une fois de plus qu'entre la théorie et

la pratique il y a tout un lot de détails qui ont leur importan
e et qu'il ne faut pas négliger, même

sur un modèle qui reste i
i somme toute relativement simple. Je mesure maintenant davantage

les di�
ultés que l'on peut ren
ontrer dans l'assimilation de données appliquée à la météorologie


omprenant un très grand nombre de paramètres à estimer.
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