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1 Introdu
tion

On a 
ru pendant longtemps qu'il était né
essaire de disposer de toutes les proje
tions

pour être 
apable de déterminer la fon
tion d'atténuation. On sait aujourd'hui qu'il est possible,

sous 
ertaines 
onditions, de re
onstruire l'objet ou une partie de 
elui-
i à partir de données

tronquées. On observe trois 
lasses de tels problèmes : les problèmes d'angles limités, problèmes

extérieurs et problèmes intérieurs. C'est 
ette dernière 
atégorie qui dans l'arti
le fait l'objet

de nouveaux résultats théoriques en matière de re
onstru
tion. Il est 
onnu qu'en absen
e de

bruit, la re
onstru
tion à partir de données même tronquées pour les problèmes extérieur et

d'angles limités est exa
te, mais instable. Quant au problème intérieur, il est non seulement

instable mais non unique, il est possible de 
onstruire des fon
tions µN non nulles sur la région

intérieure telle que leur proje
tion à travers 
elle-
i soit nulle, de sorte que µ+µN soit également

une solution du problème intérieur. Dans 
et arti
le on se pla
e dans le 
adre suivant : la

FOV = {x ∈ R
2, |x| < a} est 
omplètement in
luse dans l'objet et on suppose que le support


ompa
t de la fon
tion d'atténuation est 
onnu, et que sa valeur est 
onnue pour une sous

région de la FOV. Dans 
es 
onditions, les même auteurs ont établi dans de pré
édents arti
les

que l'on retrouve l'uni
ité sur la région intérieure. Dans 
e présent arti
le ils donnent un résultat

en
ore plus fort en démontrant l'uni
ité sur l'espa
e entier R2
. Comme l'uni
ité n'implique pas

la stabilité il est également question d'analyser théoriquement 
elle-
i. L'intérêt de 
ette analyse

réside dans le fait que pour re
onstruire la fon
tion d'atténuation on est amené à inverser une

transformée de Hilbert ave
 des données limitées et on a pour 
ela re
ourt à la POCS (proje
tion

sur des ensembles 
onvexes) qui ne garantie pas la 
onvergen
e en présen
e de bruit. Ainsi pouvoir

borner l'erreur entre la fon
tion théorique f et la fon
tion re
onstruite fr permet de montrer que

le problème n'est pas arbitrairement instable et d'avoir une idée sur la pré
ision atteignable,

indépendemment de l'algorithme de re
onstru
tion utilisé.

2 Preuve de l'uni
ité

Les données dont nous disposons en tomographie sont le résultat de la transformée de Radon,

autrement dit les proje
tions Rµ(s, α). La preuve de l'uni
ité du problème intérieur ave
 une


onnaissan
e a priori s'appuie sur des propriétés de la transformée de Hilbert. Or on a un lien

entre la transformée de Radon de la fon
tion d'atténuation µ et sa transformée d'Hilbert, dé�ni

dans le 
orollaire 3.2. Il est ainsi possible de 
al
uler la transformée de Hilbert Hη(x) en tout

point x de la FOV et 
e pour toutes les dire
tions η, 
e qu'a�rme le 
orollaire 3.3.
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Propriété de la transformée de Hilbert

On travaille en une dimension (soit sur la droite réelle R). Le lemme 2.1 stipule que si f et Hf
sont toutes deux nulles sur un ouvert (a, b) ⊂ R alors f est identiquement nulle sur R entier. On

a don
 réalisé un prolongement, et 
'est justement sur le théorème de prolongement analytique

que repose la démonstration de 
e lemme. D'ailleurs il y a un lien entre les fon
tions analytiques

et la transformée de Hilbert, qui est en fait la façon dont elle est apparue historiquement. En

e�et partant d'une fon
tion f : R → R on peut l'étendre en une fon
tion harmonique sur le demi

plan R
2
. Toute fon
tion harmonique est la partie réelle d'une fon
tion analytique. Maintenant

on 
onsidère la partie imaginaire d'une fon
tion analytique, en parti
ulier sa valeur à la frontière.

Il apparaît que les valeurs à la frontière sont Hf , la transformée de Hilbert. Pour démontrer que

f est nulle sur la droite réelle on va en quelque sorte pro
éder de la même manière (
ar R est

la frontière du demi plan de Poin
aré), on va travailler sur le plan en passant en 
omplexe en

dé�nissant la fon
tion analytique sur Ω = (C\R) ∪ (a, b) :

g(z) =
1

π

[∫ a

−∞

f(x)

x− z
dx+

∫ +∞

b

f(x)

x− z
dx

]

qui 
oïn
ide ave
 Hf(x) sur (a, b) (
ar f(x) = 0 sur (a, b)). Comme par hypothèse Hf(x) = 0
sur (a, b) alors g(x) = 0 sur (a, b). C'est là qu'on utilise le théorème du prolongement analytique,


omme g et la fon
tion nulle (analytique aussi) 
oïn
ident sur l'ouvert (a, b) (
onvexe) alors elles

oin
ident sur Ω tout entier. En�n la formule de Plemelj-Sokhotski :

∀x ∈ R\[a, b] lim
y→0+

g(x+ iy)− lim
y→0−

g(x+ iy) =
1

2i
f(x)

permet de montrer que f est également nulle sur (−∞, a) ∪ (b,+∞), 
e qui a
hève la preuve.

Ave
 les mains 
ette formule indique que les valeurs sur la frontière f(x) dépendent de 
e qu'il y
a autour, à savoir g(z). On fait alors l'analogie ave
 la formule de Cau
hy en analyse 
omplexe :

f(z) =
1

2πi

∫

C

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Le lemme ainsi démontré, il en dé
oule dire
tement le 
orollaire 2.2 : Si f et Hf sont 
onnues

sur (a, b) ⊂ R alors f est déterminée de manière unique sur R. En e�et si f1 et f2 sont telles

que f1|(a,b) = f2|(a,b) = f|(a,b) alors g = f1 − f2 = 0 sur (a, b) et par linéarité de la transformée de

Hilbert Hg = Hf1 −Hf2 = 0 sur (a, b). D'après le lemme g = 0 sur R d'où f1 = f2.

Rappelons que dans nos hypothèses nous 
onnaissons Hη(x) sur toute la FOV et µ(x) sur une

partie A de la FOV (i
i x étant i
i un ve
teur de R2
) 
e qui est ni plus ni moins les hypothèses

du 
orollaire que nous venons d'énon
er, à l'ex
eption que 
e dernier s'applique en 1D. Qu'à 
ela

ne tienne, on 
onsidère une droite L interse
tant la région A. On se ramène à un problème 1D

en restreignant µ à 
ette droite, soit f la densité sur 
elle-
i. De même la FOV 
orrespond alors

à un intervalle (a, e) et la région A à un intervalle (b, c) ⊂ (a, e). Par 
onséquent Hf et f étant


onnus sur (b, c) le 
orollaire s'applique et démontre l'uni
ité de f sur la droite L. En faisant

de même sur toutes les droites on démontre don
 que µ est uniquement déterminé sur R2
. CQFD.

remarque : nous disposons d'une formule d'inversion de la transformée de Hilbert tronquée :

√
1− x2f(x) = C +

1

π
v.p

∫

−1

1Hf(y)

x− y

√

1− y2dy
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Comme on peut le 
onstater 
ette formule né
essite de 
onnaitre Hf sur [−1, 1] entier, or 
omme

on l'a vu on ne le 
onnait que sur (a, e), 
'est pourquoi 
ette formule d'inversion n'est pas utilisée

en pratique pour retrouver f . Ce
i dit nous allons l'utiliser de manière théorique pour étudier la

stabilité de la re
onstru
tion dans le 
as où les données sont bruitées.

3 Etude de la stabilité

En présen
e de bruit les mesures ne 
orrespondent plus exa
tement à Rµ(s, α) mais à une valeur

appro
hée Rmµ(s, α), don
 la quantité

1
2π

∫ α0+π/2

α0−π/2

[
∂
∂s
Rmµ(s, α)

]

s=x·θ(α)
dα

def≡ Gm(x) n'est plus

exa
tement égale à la transformée de Hilbert Hθ0µ(x) 
omme le stipulait le 
orollaire 3.2. On

dénote par gm(t) la rédu
tion en 1D de Gm(x) (
omme pré
édemment en projetant sur une droite

L). En absen
e de bruit on aurait bien gm(t) = Hf(t) mais i
i 
e n'est plus le 
as.

On utilise alors la formule d'inversion 
itée pré
édemment. Comme Hf est 
al
ulable sur (a, e)
on dé
oupe naturellement l'intégrale de 
ette façon :

√
1− x2f(x) = h1(x) + τ(x)h2(x)

ave


h1(x) = C +
1

π

∫ e

a

Hf(y)

x− y

√

1− y2dy

h2(x) =
1

τ(x)

1

π

[∫ a

−1

Hf(y)

x− y

√

1− y2dy +

∫ 1

e

Hf(y)

x− y

√

1− y2dy

]

Le bruit a�e
tant les données mesurées, 
'est-à-dire les proje
tions Rmµ(s, α) soit en
ore la trans-
formée de Hilbert, il perturbe la fon
tion h1. Tandis que h2 est dé�nie ave
 les valeurs de Hf
qui ne peuvent être 
al
ulées à partir des mesures (
ar en dehors de (a, e) don
 de la FOV). Le

terme d'erreur de mesures se reportent don
 dans h1,

On suppose premièrement 
onnaitre une borne de l'erreur 
ommise sur h1(x)

∀x ∈ (a, e), | h1,r(x)− h1(x)
︸ ︷︷ ︸

h1,err(x)

| < ǫE(x), E(x) 6 1, ∀x ∈ (b, c)

En notant ferr(x) = fr(x) − f(x), nous voulons alors borner |ferr(x)| en fon
tion de ǫ pour

x ∈ (a, b) (vu que sur (c, e) on observera le même 
omportement par symétrie). Comme on a√
1− x2ferr(x) = h1,err(x) + τ(x)h2,err(x) et que h1,r est déjà bornée en fon
tion de ǫ par hy-

pothèse, don
 borner |ferr(x)| revient à borner |h2,err(x)|.

Sur l'intervalle (b, c) 
'est aisé on a ferr(x) = 0 don


∀x ∈ (b, c), |h2,err(x)| =
∣
∣
∣
∣

h1,err(x)

τ(x)

∣
∣
∣
∣
<

ǫ

|τ(x)|

Pour déterminer une borne sur l'intervalle qui nous intéresse, à savoir (a, b) , il faudrait don


quelque part utiliser 
omme pré
édemment un prolongement. On pro
ède alors de la même

manière en dé�nissant h2,err(z) sur C\((−1, a) ∪ (e, 1)). On va travailler plus spé
i�quement

sur le domaine Ω 
orrespondant au disque de diamètre (a, c) auquel on a fait une entaille en

retirant D = (b, c) qui fait maintenant partie de la frontière du domaine D ⊂ ∂Ω. Ce domaine
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est bien 
elui qui nous intéresse puisque l'on 
onnait une borne sur (b, c) et que l'on en 
her
he

une sur (a, b) don
 on va s'intéresser à 
e qu'il y a autour de 
et intervalle. Ce domaine possède

exa
tement la géométrie de 
elui utilisé dans le lemme 2.5, on va don
 pouvoir appliquer le

prin
ipe de Nevanlina dans le but de borner |h2,err(z)| sur tout le domaine Ω 
onnaissant une

borne de |h2,err(x)| sur un mor
eau de la frontière D = (b, c). Le prin
ipe né
essite également que

l'on 
onnaisse une borne sur le reste de la frontière ∂Ω\D. Or 
omme Hf est C∞
(
ar f ∈ C∞

0 )

alors il existe M1 et M2 tels que :

1

π

√
1− x2|Hf(x)| 6

{
M1/2 x ∈ (−1, a)
M2/2 x ∈ (e, 1)

On en tire alors |h2,err(z)| <
√
2M1 pour z ∈ ∂Ω\D. Pour pouvoir appliquer le prin
ipe il faut

que le majorant soit 
onstant, alors que sur D notre majorant est

ǫ
|τ(x)|

(la fon
tion étant la pour


ompenser la singularité des intégrales). On 
hoisit alors une telle fon
tion :

τ(z) = κ+

∫ a

−1

1

z − y
dy

qui vaut sur (b, c) (en intégrant) :

τ(x) = κ+ ln

(
x+ 1

x− a

)

et qui, en étudiant la fon
tion, est minimale en x = c don
 in �ne :

|h2,err(z)| 6
{

ǫ

κ+ln( c+1

c−a)
≡ ε z ∈ D

M1/2 ≡ M z ∈ ∂Ω\D

Et le lemme 2.5 a permis de 
onstruire (par des transformations géométriques) la fon
tion ω
suivante qui est nulle sur D et vaut 1 sur Ω\D :

ω(x) =
4

π
arctan

√

2(b− x)(c− a)

(c− a)2 − (2b− a− c)(2x− a− c)

Le théorème de Nevanhila donne alors

|h2,err(z)| 6 M
( ε

M

)1−ω(x)

∀z ∈ Ω

On a don
 en parti
ulier une borne sur (a, b), d'où :

√
1− x2|ferr(x)| 6 |h1,r(x)|+ |τ(x)||h2,err(x)| < ǫE(x) + |τ(x)|M

( ε

M

)1−ω(x)

soit en remplaçant par |τ(x)|, M et ε leur expression, on obtient le théorème 4.2.

Ce résultat est 
ertes théorique 
ar ǫE(x) etM1 ne sont entre autres pas 
onnus, mais en l'é
rivant

sous une forme fa
torisée :

|ferr(x)| 6 K(x)ǫδ(x), δ(x) = 1− ω(x)

on a d'après la dé�nition de ω(x), lim
x→b

δ(x) = 1 et lim
x→a

δ(x) = 0 tandis que K(x) tend vers une

limite �nie quand x → b et diverge pour x → a. Cela signi�e que au voisinage de b la re
onstru
-

tion est plut�t 
orre
te (
ar l'erreur est bornée par une 
onstante) alors qu'en s'éloignant vers a
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la re
onstru
tion devient instable. En 2D 
ela implique que la re
onstru
tion de µ est 
orre
te

près de la région A et devient moins 
orre
te au fur et à mesure que l'on s'en éloigne, vers les

régions de mesures in
omplètes.

remarque : En suivant le même s
héma on peut montrer que si on dispose de deux régions

disjointes A et B sur lesquelles on 
onnait la fon
tion de densité µ alors la re
onstru
tion est

également 
orre
te entre les deux régions.

Résumons les hypothèses qui ont été émises sur la fon
tion re
onstruite fr :







(i) suppfr(x) ⊂ (−1, 1)

(ii) fr(x) = f(x), ∀x ∈ (b, c)

Sǫ ≡ {fr ∈ C∞
0 (R), (iii) |h1,r(x)− h1(x)| < ǫE(x), ∀x ∈ (a, e), E(x) 6 1 ∀x ∈ (b, c)}

(iv) 1
π

√
1− x2|Hfr(x)| 6

{
M1/2 x ∈ (−1, a)
M2/2 x ∈ (e, 1)

C'est don
 dans 
ette réunion d'ensembles 
onvexes que l'on 
her
hera par la suite la fon
tion

re
onstruite fr.

Amélioration des hypothèses

Pour le moment on sait majorer l'erreur de |fr(x)− f(x)|, mais 
es résultats ne sont pas simples

à interpréter 
ar ils demandent en parti
ulier que fr véri�e (iii) 
e qui signi�e que l'on doit

borner l'erreur |h1,r(x) − h1(x)| 
e qui n'est pas dire
t vu la dé�nition de h1. C'est pourquoi il

serait préférable de pouvoir donner une borne d'erreur pour la re
onstru
tion qui s'exprimerait en

fon
tion de quantité en relation dire
te ave
 les mesures, à savoir Rmµ(s, α) et gm(t) (hypothèses
(iv) et (v)). On dé�nit don
 de nouvelles hypothèses :







(i) suppfr(x) ⊂ (−1, 1)

(ii) fr(x) = f(x), ∀x ∈ (b, c)

Aǫ ≡ {fr ∈ C∞
0 (R), (iii) 1

π
|Hfr(x)| 6

{
M1/2 x ∈ (−1, a)
M2/2 x ∈ (e, 1)

(iv) Hfr(x)− gm(x) = λ(x), |λ(x)| < ǫ, x ∈ (a, e)

(v) |
∫

R
fr(y)dy − Rmµ(s0, α0)| < ǫ

Le problème est que si f ∈ Aǫ alors 
ela ne garantit pas que f ∈ Sǫ. A la pla
e on va re
onstruire

une approximation lissée f̄ = φ∗f(x) de l'atténuation originale f par un noyau de lissage φ. Ainsi
on montre que pour une fon
tion admissible fr ∈ Aǫ, la fon
tion f̄r = φ∗fr 
omme re
onstru
tion

de f̄ = φ ∗ f présente une erreur de re
onstru
tion bornée.
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4 Simulations numériques

On va travailler ave
 le fant�me de Shepp-Logan. L'obje
tif étant de re
onstruire une région

intérieure (une FOV re
tangulaire) en supposant 
onnues deux bandes verti
ales (région A) qui
sépare ainsi la région intérieure en trois parties B, C et D. On 
onsidère également 2 types de

supports de la fon
tion d'atténuation µ. Soit L une droite horizontale interse
tant la FOV et f
la restri
tion de µ à L. On a don
 les propriétés suivantes sur f :

(i) f 
onnue sur (−0.55,−0.45) ∪ (0.45, 0.5)

(ii) f nulle en dehors du support 
onsidéré (−di, di)

(iii) f > 0 
ar 
'est une densité

(iv) gm(x) 
al
ulé par DBP sur (−1, 1)

(v) Rmµ(s,
π
2
) mesurée sur la ligne L

On va don
 
her
her à re
onstruire une fon
tion positive fr qui 
oin
ide ave
 f sur (−0.55,−0.45),
nulle en dehors du support (−di, di), dont l'intégrale sur (−di, di) vaut la proje
tion Rmµ(s,

π
2
)

et en�n dont la transformée de Hilbert ne soit pas trop loin de gm(x) sur (−1, 1), autrement dit

on 
her
he fr dans l'interse
tion de 
es ensembles :

E1 ≡ {f̃ ∈ L2(R), f̃(x) = f(x) ∀x ∈ (−0.55,−0.45) ∪ (0.45, 0.5)}

E2 ≡ {f̃ ∈ L2(R), f̃(x) = 0 ∀x /∈ (−di, di)}

E3 ≡ {f̃ ∈ L2(R), f > 0}

E4 ≡ {f̃ ∈ L2(R), |Hf̃(x)− gm(x)| 6 ǫ ∀x ∈ (−1, 1)}

E5 ≡ {f̃ ∈ L2(R),
∫ di
−di

f̃(x)dx = Rmµ(s,
π
2
)}

,

Comme 
es ensembles sont 
onvexes, on utilise la POCS pour trouver fr dans l'interse
tion, en

projetant itérativement sur 
ha
un des Ei. Dans le 
as où on omet de projeter sur E1, 
'est-à-dire

si on ne tient pas 
ompte de la 
onnaissan
e a priori de la densité sur la région A on obtient les

images re
onstruites de la �gure 8.

Ces deux images ave
 ou sans bruit présentent de nombreux artefa
ts propres au problème in-

térieur que nous avons mentionné en introdu
tion (non uni
ité). Si maintenant on tient 
ompte

de la région 
onnue en projetant sur E1 alors on obtient les images de la �gure 9.

On 
onstate alors e�e
tivement que la région C �gurant entre les deux bandes 
onnues a une

re
onstru
tion 
orre
te et stable même en présen
e de bruit 
omme il a été établi théoriquement.

Quant aux régions extérieures B et D on observe également que la re
onstru
tion est 
orre
te près

des bandes, mais qu'elle tend à être instable lorsque l'on s'en é
arte vers les zones non mesurées.

Ce
i est plus �agrant sur les images du bas où le support est plus grand autour de l'objet et don


plus il y a de mesures non e�e
tuées.
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5 Con
lusion

Dans 
et arti
le il a été démontré puis véri�er empirement que l'ajout d'une 
onnaissan
e

sur le support de la fon
tion d'atténuation µ et la valeur de 
elle-
i dans une sous région de

la FOV permettait de déterminer de manière unique µ sur tout l'espa
e. De plus, en bornant

l'erreur, il a été établi que la re
onstru
tion était stable près de la région 
onnue (ou entre deux

régions 
omme véri�é par l'expérien
e sur le fant�me de Shepp-Logan).

On peut donner deux exemples d'intérêts pratiques de 
es nouvelles avan
ées. Dans le


as d'irradiation du 
oeur (qui est bien une région d'intérêts stri
tement intérieure au patient),

la re
onstru
tion autour d'une FOV limitera les doses d'irradiations, 
e qui est bien entendu

intéressant. On a fa
ilement a

ès à une information sur le support (au pire la traje
toire du

s
anner), mais la 
onnaissan
e d'une région intérieure est plus déli
ate, 
'est pourquoi on peut


oupler ave
 d'autres te
hniques d'imagerie médi
ale pour identi�er la densité de tissus ou os aux

alentours du 
oeur.

Autre exemple dont j'avais déjà émis l'idée en aparté, est lors d'une répétition de s
ans

dans le but d'observer une évolution (de tumeur, ou d'inje
tion d'agents de 
onstraste 
omme

souvent utilisés en urologie) après un premier 
li
hé réalisé. Certaines régions ne seront pas

a�e
tées par 
ette évolution et auront don
 le r�le régions 
onnues pour les 
li
hés suivants.
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