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Introduction : Nous allons présenter un exemple d’ensemble non mesurable de la droite réelle,
découvert par Giuseppe Viviati en 1905. Cet exemple s’appuie fortement sur [’aziome du choiz.

On considére la relation d’équivalence R sur ’ensemble des réels R :
TRy<—=zxr—yeQ
On rappelle que la classe d’équivalence d’un réel = est définie par :
z={yeRtel que x —y € Q}
On note R/R (ou par abus R/Q) ’ensemble quotient définit par :
R/Q = {z,z € R}

Remarquons que pour tout x € R la partie fractionnaire de z : y = x — E(x) € Z avec 0 < y < 1
car : v —y = E(x) € Q et par définition de la partie entiére E(r) < 2 < E(z) +1 < 0 <
r — E(x) < 1. Ainsi :

VeeR,z2N[0,1] #0

Enoncons maintenant ’axiome du choix :

Axiome du choizx : Etant donné un ensemble X d’ensembles non vides, il existe une fonction
f définie sur X, qui a chacun d’entre eux associe un de ses éléments.()

Autrement dit on « choisit » dans chaque ensemble un élément. Appliquons ceci & X = R/Q
ensemble des classes d’équivalence de R, et pour chacune d’entre elles on choisit un représentant
unique dans [0, 1]. On note V' ’ensemble de ces représentants, qu’on appelle ensemble de Viviati.

Supposons maintenant V' mesurable. Puisque V' est borné sa mesure de Lebesgue est finie.

Considérons la réunion dénombrable suivante :

A= U (V+r)

reQ
—1<r<1
De plus les ensembles V +r; = {v + r;,v € V'} sont disjoints, car pour i # j s’il existait v,w € V
tels que v+17; = w+1r; alors v —w € Q i.e ¥ = w contradictoire car v et w sont des représentants
de classes distinctes.



On a donc (sachant que p(V +r) = u(V)) :

pA) = > u(V)

reQ
—1<r<1

Si p(V) =0 alors p(A) = 0 sinon si p(V) > 0 alors u(A) = +oo. Distinguons les cas :

p(V) =0
Pour tout x € [0, 1] on a vu grace a l’ariome du choiz qu'il existe y € V telque T = 5 < z—y € Q.
Comme y € [0,1] on a —1 < x —y < 1. Par ailleurs x appartient & V + (z —y) (car y+ (z —y) = x

avec y € V') qui est lui-méme élément de A. On a donc montré que :
0,1] € A= 1= u([0,1]) < p(A) = 0

D’ou la contradiction.

u(V) >0

Comme V C [0,1] alors les V 4+ r C [—1,2] car =1 < r < 1.
Donc leur réunion A est aussi incluse dans [—1, 2], or A est de mesure infinie, absurde.

Dans tous les cas on obtient une contradiction, donc on en déduit que :

‘V est non mesurable‘




