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Introdution : Nous allons présenter un exemple d'ensemble non mesurable de la droite réelle,

déouvert par Giuseppe Viviati en 1905. Cet exemple s'appuie fortement sur l'axiome du hoix.

On onsidère la relation d'équivalene R sur l'ensemble des réels R :

xRy ⇐⇒ x− y ∈ Q

On rappelle que la lasse d'équivalene d'un réel x est dé�nie par :

x̄ = {y ∈ R tel que x− y ∈ Q}

On note R/R (ou par abus R/Q) l'ensemble quotient dé�nit par :

R/Q = {x̄, x ∈ R}

Remarquons que pour tout x ∈ R la partie frationnaire de x : y = x−E(x) ∈ x̄ ave 0 6 y < 1
ar : x − y = E(x) ∈ Q et par dé�nition de la partie entière E(x) 6 x < E(x) + 1 ⇔ 0 6

x− E(x) < 1. Ainsi :
∀x ∈ R, x̄ ∩ [0, 1] 6= ∅

Énonons maintenant l'axiome du hoix :

Axiome du hoix : Étant donné un ensemble X d'ensembles non vides, il existe une fontion

f dé�nie sur X, qui à haun d'entre eux assoie un de ses éléments.0

Autrement dit on � hoisit � dans haque ensemble un élément. Appliquons ei à X = R/Q
ensemble des lasses d'équivalene de R, et pour haune d'entre elles on hoisit un représentant

unique dans [0, 1]. On note V l'ensemble de es représentants, qu'on appelle ensemble de Viviati.

Supposons maintenant V mesurable. Puisque V est borné sa mesure de Lebesgue est �nie.

Considérons la réunion dénombrable suivante :

A =
⋃

r∈Q

−16r61

(V + r)

De plus les ensembles V + ri = {v + ri, v ∈ V } sont disjoints, ar pour i 6= j s'il existait v, w ∈ V
tels que v+ ri = w+ rj alors v−w ∈ Q i.e v̄ = w̄ ontraditoire ar v et w sont des représentants

de lasses distintes.
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On a don (sahant que µ(V + r) = µ(V )) :

µ(A) =
∑

r∈Q

−16r61

µ(V )

Si µ(V ) = 0 alors µ(A) = 0 sinon si µ(V ) > 0 alors µ(A) = +∞. Distinguons les as :

µ(V ) = 0

Pour tout x ∈ [0, 1] on a vu grâe à l'axiome du hoix qu'il existe y ∈ V tel que x̄ = ȳ ⇔ x−y ∈ Q.

Comme y ∈ [0, 1] on a −1 6 x−y 6 1. Par ailleurs x appartient à V +(x−y) (ar y+(x−y) = x
ave y ∈ V ) qui est lui-même élément de A. On a don montré que :

[0, 1] ⊂ A =⇒ 1 = µ([0, 1]) 6 µ(A) = 0

D'où la ontradition.

µ(V ) > 0

Comme V ⊂ [0, 1] alors les V + r ⊂ [−1, 2] ar −1 6 r 6 1.

Don leur réunion A est aussi inluse dans [−1, 2], or A est de mesure in�nie, absurde.

Dans tous les as on obtient une ontradition, don on en déduit que :

V est non mesurable
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