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Chapitre 1

Milieux continus

1.1 Préliminaires

1.1.1 Caractéristiques

On s’intéresse a un milieu continu qui occupe 'espace €2y dans la configuration de référence
(ou initiale) et €, dans la configuration déformée au temps ¢. Tous les domaines que 1'on
considere dans la suite sont inclus dans R? ou R3

On définit les caractéristiques directes X

XIQOX [O,T] —

Le champ de vitesse est donné par

w: Q4 x[0,T] — R
(x,t) = ulz,t)

La description eulérienne consiste a travailler avec des quantités sur la configuration
déformée €, (dans le cas le plus simple, le champ de vitesse u(z,t)). La description la-
grangienne consiste a travailler avec des quantités sur la configuration de référence €2 (
les caractéristiques X (,t)).

Les deux formulations sont équivalentes en vertu de la relation

0X
5 (&1) = ulX(&1),¢) (1.1)

qui est complétée avec la condition initiale X (&,0) = &
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1.1.2 Déterminant et cofacteurs
On suppose dans toute la suite que les déformations X (-,¢) ne change pas 'orientation
c’est a dire

det(VeX(€,1) >0

Cette relation permettra d’enlever les valeurs absolues des jacobiens dans les changements
de variables d’intégrales. On introduit les cofacteurs par la relation

Cof(A) = det(A) AT Tr(Cof(A)) = %(Tr(A)Q _ Tr(A2))

Nous aurons dans la suite besoin de la dérivée du déterminant. Notons £;; les vecteurs de la
base canonique des matrices. Nous obtenons facilement avec la formule de développement
du déterminant

avec H = ZZ i H;;FE;; et le fait que la différentielle est linéaire

det/(A)(H) =) [Cof(A)};;Hi; = Tr(Cof(A)" H) = det(A) Tr(A™' H)
i,
Si A est une matrice qui dépend du temps la relation précédente se réécrit

det(A(t)), = det(A(t)) Tr(A(t) T A (1)) (1.2)

1.1.3 Changements de variables

Pour des volumes, le changement de variable x = X(&,t) permet de se ramener a la
configuration de référence

/X(Q =0 Flm,t)do = ) JX(&, 1), 1) det(VeX (&, 1))dg (1.3)

L’idée intuitive de la démonstration est la suivante. On se donne une base (e, es, €3) dans
. Ces vecteurs sont déformés avec X (on enleve la dépendance en temps) avec la formule

X(E+h)=X(§)+ [VeX]h+ o(h) (1.4)

Les vecteurs de base e; dans la configuration de référence sont donc transformés en [V X]e;
dans la configuration déformée. Le volume élémentaire d’un parallélépipede est donnée
par le produit mixte ou le déterminant des trois vecteurs.

dr = det([VeXler, [VeX]eq, [VeX]es) = det([VeX])det(er, e2, e3) = det([VeX])dE
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Pour des surfaces, la formule générale de changement de variable est donnée par

/ flatyds = [ FX(E1),0)]| Cof(VeX (6, )mo(€)ldso (15)
X (090,t)=0 aQ

Cette formule se démontre en se ramenant & un ouvert de R? avec une paramétrisation.
L’idée intuitive de la démonstration consiste a choisir une base (e, e5) du plan tangent
dans la configuration initiale. on a alors ng(§) = e; A eg/|e; A es]. Ces vecteurs sont
transformés dans la configuration déformé en a; = [V¢X]e; et pour tout vecteur v

([VeXler A [VeXlea) - [VeX v = det([VeXer, [VeX]eq, [VeX]v) = det([VeX])(e1 Aeg) - v
On en déduit

[VgX]el AN [VfX]GQ = COf([V&X])(el A 62)
On a donc

ds = |a1 A ag| = |Cof([VeX])noller A ea| = |Cof ([VeX])noldso
et

_arNay  Cof(VeX(€,1))no(§)
PX(ED:0) = 1Rl = TOOR (VX €. D)nolé) (16)

On peut en déduire facilement (o est une matrice)

/ J(m,t)n(x,t)ds:/ (X (&,1),t) Cot(VeX (€, 1))no(€)dso (1.7)
X (090,1)=00

Q0

ou n(z,t) désigne la normale en x € 9 et ny(&) désigne la normale en & € 0€2.

Dans toute la suite, on considere un domaine volumique €2y qui évolue dans le temps avec
le champ de vitesses u(x,t) vérifiant (1.1) c’est a dire X (€,t) = Q. Pour obtenir les
équations du milieu continu, on appliquera les principes de mécanique a ce volume §2;.
Les variations de quantités telles que la masse, la quantité de mouvement ou 1’énergie
dans le volume €2; seront donc effectuées a I'aide de dérivées temporelles.

1.1.4 Formule de Reynolds

La formule de Reynolds pour les volumes s’écrit

4 < f(;c,t)dx) = [ fi+div(fu)dx (1.8)
dt oN Q



On a en utilisant (1.2) et (1.1)

(det(VeX (&, 1))e = det(VeX) Tr([VeX] ' Ve(u(X(€,1),1))) = det(VeX) div(u)(X(¢, 1), 1)

Nous avons également avec (1.1)

(f(X<£7t)7t))t - (ft +u- vmf)(X(§7t>7t)

En dérivant la formule (1.3) par rapport au temps en utilisant les deux propriétés précédentes
puis en se ramenant a la configuration de référence , on obtient la formule de Reynolds.

1.2 Conservation de la masse

1.2.1 Conservation de la masse eulérien

La conservation de la masse stipule que la variation de masse d’un volume €2; est indépendante

du temps
d
o (/Qtp(:c, ) Jf) 0

En utilisant la formule de Reynolds (1.8) avec f = p on obtient la conservation de la
masse dans la configuration déformée

pr +div(pu) =0 (1.9)

1.2.2 Conservation de la masse lagrangien

Il suffit de se ramener a la configuration de référence avec (1.3)

+(f X)) (VX (6, 0)d€ ) =0 (1.10)

que 'on peut écrire, comme X (£,0) = &

p(X (& 1),1) det(Ve X (€, 1)) = po(€) (1.11)

1.3 Conservation de la quantité de mouvement

1.3.1 Conservation de la quantité de mouvement eulérien

Ce principe stipule que la variation de la quantité de mouvement d’un systeme est égale
a la somme des forces extérieures s’exercant sur ce systeme. On applique ce principe a un
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volume §);. Les forces extérieures sont volumiques notées f(x,t) (elles s’appliquent sur €);)
et surfaciques (elles s’appliquent sur 0€);). Le principe de Cauchy montre que les forces
surfaciques s’écrivent o(x,t)n(x,t). L’équilibre des moments permet de plus de montrer
que o est symétrique.

% (/Qt p(:v,t)u(:n,t)dx) = /891 o(z,t)n(x,t)ds + o f(z,t)dx (1.12)

La formule de Reynolds (1.8) avec f = pu donne

% (/Qt pudx) = /Qt(pu)t + div(pu ® u)dx (1.13)

On intégrant par parties le terme surfacique on obtient les équations eulériennes sur la
configuration déformée 2,

(pu); + div(pu @ u) = div(o) + f (1.14)

En développant et en utilisant la conservation de la masse (1.9)

(pu)s + div(pu @ u) = p(ug + (u- V)u) +up + div(pu)) = p(ur + (u - V)u)

Les équations de conservation de la quantité de mouvement se réécrivent

plus + (u- Viu) =div(e) + f (1.15)

1.3.2 Conservation de la quantité de mouvement lagrangien

Pour passer au lagrangien il suffit de réécrire les équations précédentes sur la configuration
de référence. Pour la force volumique, on utilise (1.3)

o f(x,t)dx - o f(X(§7t>7t) det(V§X(f,t))df

Pour la force surfacique on utilise le changement de variable pour les surfaces (1.7)

/ a(:z:,t)n(:p,t)ds:/ o(X(&,t),t) Cof (VX (€, t)no(€)dso
o

00
Introduisons le ler tenseur de Piola Kirchoff T

T (&, t) =0(X(&,1),t) Cof(VeX(E,1)) (1.16)

Remarquons que ce tenseur 7 n’est pas symétrique contrairement a o qui I’est. En utilisant
une intégration par parties il vient



/Qt div,(o(z,t))dx :/ o(z, t)n(x,t)ds = T (&, t)no(&)dso :/ dive (T (€, t))d¢

Bﬂt aﬂo Q0
(1.17)

Pour le terme de quantité de mouvement on utilise (1.3) et (1.11)

/Qp(fﬂ,t)U(%t)d%:/ p(X (&), u(X(&,1),1) det(Ve X (&, 1))dE = | po(§)u(X (1), 1)dE

Qo Q0

Avec (1.1), on obtient

% ( /Q t p(x,t)u(x,t)dx> = /Q O po(f)a;—t)f(&wdﬁ

On obtient finalement les équations lagrangiennes sur la configuration de référence )y

po(©) T (6.1) = dive(T(E, 1) + F(X(6,0). ) det(VeX (€,) | (L1

Contrairement a la formulation eulérienne, la conservation de la masse ne nécessite pas
une équation supplémentaire, elle est directement prise en compte avec la densité initiale.
Cela est du au fait que les équations sont posées sur la configuration de référence.

Autre démonstration

Au lieu de faire un changement de variable pour les intégrales de surfaces pour montrer
(1.17), on va montrer directement la relation

/Q div, (o(z, 1)) dz = / dive(T (€, 8))de

Qo
avec un changement de variable pour les volumes. Pour cela nous allons montrer que (on
enleve la dépendance en temps)

A = dive(o(X(€)) Cof (Ve X)) = dive(0)(X(£)) det(Ve X (€)) (1.19)

On a en développant

Ai = (oi(X(8))[Cof (VeX)]kj) e, = (0in(X(£))) e, [Cof (Ve X)njt0in (X () ([Cof (Ve X)) g,

Le dernier terme est nul par I'identité de Piola
div(Cof(VeX)) =0
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Cette propriété se démontre en montrant que les cofacteurs de VX sont le rotationel

d’un certain champ de vecteurs. Nous avons avec la définition des cofacteurs A Cof(A)T =

det(A)[l

Ai = 0k (X ()X g [Cof(VeX)ij = [VeX Cof (Ve X) ki (X (8)) = det(VeX) (dive (o) (X (€))):

En utilisant la relation (1.19), on obtient la relation voulue en ajoutant le temps

/Q div(o) dz — /Q div, (o) (X(€,8), £) det (VeX (€,0)) de = | dive(T(€, 8))de

Qo
1.4 Conservation de ’énergie totale

1.4.1 Conservation de I’énergie totale en eulérien

Notons e I’énergie totale du systeme par unité de masse. Cette énergie peut se décomposer
en deux parties

L
e—§|u] +e

Le terme 3 |u|? correspond & I'énergie cinétique (par unité de masse) et & a 'énergie interne
au sens large (par unité de masse). L’énergie interne dépend des variables thermodyna-
miques dans le cas d'un gaz ou de la déformation dans le cas d’un milieu élastique (parfois
cette énergie élastique est dite énergie potentielle).

Le premier principe de la thermodynamique stipule que la variation d’énergie totale est
égale a la quantité d’énergie échangée avec le milieu extérieur, sous forme de chaleur et
de travail. Nous allons nous placer ici dans le cas adiabatique c’est a dire qu’il n'y a pas
d’échange de chaleur avec I'extérieur (dans le cas contraire il faudrait considérer des flux
q - n sur la frontiere et des flux radiatifs dans le volume). L’énergie sous forme de travail
se décompose en une partie sur le bord des forces internes (on) - u ainsi qu’un partie sur
le volume des forces externes f - u. Le premier principe dans le cas adiabatique s’écrit

d
a(/gtpedx) :LQt(an)-udst Qtf-udx (1.20)

En utilisant une formule de Reynolds volumique (1.8) et intégrant par parties (on) - u =

(cTu) - n

(pe)¢ + div(pew) = div(eTu) + f - u (1.21)




Comme o est symétrique dans les cas auxquels on s’intéresse il parait inutile d’utiliser
la notation o. Cependant cela va nous permettre de trouver les bonnes équations (avec
TT) lorsque I'on va passer en lagrangien. En utilisant la conservation de la masse (1.9), on
peut remplacer le membre de gauche par p(e; +u - Ve). Cependant lorsque 'on considere
I’énergie il est préférable de la laisser sous forme conservative.

Lorsque l'on considere les effets de viscosité on introduit une contrainte supplémentaire

Ovisc

Tvise = p([Vu] + [Vu]") + ndiv(u)l

Si on suppose que ce tenseur est deviatorique (pas de partie sphérique) alors Tr(oyis.) = 0
et on retrouve I'hypothese de Stokes 2u + 3n = 0. Dans la suite nous négligeons cette
contrainte visqueuse dans les équations.

1.4.2 Conservation de I’énergie totale en lagrangien

On va maintenant partir de la formule (1.20) et se ramener a la configuration de référence.
Avec un changement de variable surfacique (1.5), la relation sur les normales (1.6) et (1.16)

/ (cm)-uds:/ (U(X(g,t),t)n(X(f,t),t))-u(X(f,t),t)|Cof(VgX)n0(§)|dso:/ (Tno)-Xidso
09 290 )

Qo

L’équation (1.20) se réécrit donc en utilisant la conservation de la masse (1.11)

% (/Q p(f“”@(x?t)df’/’) = % (/QO 00(5)6(X(€,t)7t)d§> (1.22)

et nous avons

/ (Tno) - Xydsy = / (TTX,) - nodsy = / dive(TTX;)d¢ (1.23)
Qo 000 Qo

De plus

g [, 1) - ule, t)de = ) FX(E:1),1) - Xu(€, 1) det (Ve X (€, 1))dE

L’équation sous forme locale s’écrit

(poe)s = dive(TTX;) + f(X, 1) det(VeX) - X, (1.24)
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1.5 Conservation de ’énergie interne

1.5.1 Conservation de I’énergie interne en eulérien
On rappelle la définition de 1’énergie interne
1 2
e=e——|u
Slu

Nous allons déduire 1’équation de conservation de I'énergie interne a partir de celle de la
vitesse u et de I'énergie totale e.

En utilisant la formule de Reynolds volumique (1.8)
d ‘ |
dat (/Q P|u|2dx> = /Q (P‘uP)t—i-le(p\uPu)dx = /Q p ((|u|2)t + VIU|2 . U)+|U\2(pt+dlv(pu))dw

En utilisant la conservation de la masse (1.9) et V]u|?-u = 2((u-V)u)-u puis la conservation
de la quantité de mouvement (1.14) on obtient

d 1
— / —plulrdr ) = / div(o) -u+ f - udx (1.25)
dt O 2 O

En développant la divergence, nous obtenons (attention a la transposée)

div(c?u) = div(e) -u+ o : Vu (1.26)

En utilisant la conservation de I’énergie totale, on obtient en mettant tout bout a bouts

4 (/ padaz) :/ o Vudz (1.27)
dt o Q;

En utilisant une formule de Reynolds, on obtient la forme locale des équations

(pe); + div(peu) = o : Vu (1.28)

En utilisant la conservation de la masse (1.9) on peut réécrire cette équation sous la forme

plee+u-Ve)=0:Vu (1.29)

Remarquons que comme o est symétrique o : Vu = o : D(u) c’est a dire que les rotations
ne travaillent pas
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1.5.2 Conservation de I’énergie interne en lagrangien

Nous allons maintenant obtenir ces relations en lagrangien. En faisant des changements
de variables et en utilisant la conservation de la masse

/Q ol t)e(x, ) = / po(€)e (X (£, 1), t)de

Qo
et avec la relation [V X;] = [V, u][VeX]

/ o Vuds / F(X(E0),1) 1 [VeX[VeX] (6 1)de = | o(X(€),8) Cof(VeX) : VeXode
Q Qo Qo

On obtient donc avec (1.16)

& ([ mestxen.on) = [ 7 vexd

et la forme locale de cette équation est

(poe)e = T : VeXi (1.30)

On peut retrouver ce résultat. En utilisant la conservation de la quantité de mouvement

(PO’Xt|2/2)t = (POXt)t : Xt = leg(T) . Xt + f(X, t) det(VEX) : Xt

Avec 'équation sur I’énergie, les termes en f s’annulent et en développant la divergence
(attention a la transposé)

(pog): = (poe — pol Xi?/2): = dive(TTX,) — dive(T) - Xy =T : VeX;

1.6 Résumé

Les équations eulériennes sont données sur {2, par

pe +div(pu) = 0
(pu); +div(pu @ u) = div(o) + f
(pe); +div(peu) = div(oTu)+ f-u

Ces équations sont complétés par des conditions initiales p(z,0),u(x,0),e(x,0) et des
conditions limites sur la vitesse ou sur on.
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Les équations lagrangiennes sont données sur )y par

(X)) = div(T)+ f(X,t)det(VeX)
(oe)e = div(TTX,) + F(X, 1) det(VeX) - X,

Ces équation est complété par des conditions initiales p(&,0), X (&,0) = &, X;(£,0), e(&, 0)
et des conditions limites qui peuvent porter sur X ou 7T ng.

Pour fermer ces systemes d’équations, nous avons besoin de donner des lois de comporte-
ment qui permettent de relier o et € aux inconnues du probleme. Nous allons maintenant
passer aux lois de comportement élastiques puis retrouver comme cas particulier des

fluides.
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Chapitre 2
Elasticité lagrangienne

On s’intéresse maintenant au cas de 1’élasticité. La formulation lagrangienne est la plus

adapté pour plusieurs raisons

— prise en compte de la surface libre €); inconnue, en se ramenant la configuration de
référence

— le tenseur des contraintes 7 s’exprime en fonction de VX ce qui ferme le systeme

— les caractéristiques permettent de prendre en compte des déformation par rapport a
une configuration de référence (”effet mémoire”)

2.1 Matériau hyperelastique

Un matériau est dit élastique si son énergie dépend de VX et de 'entropie s. Dans le
cas général cette énergie s’écrit

po(E)e(X (&, 1),8) = W(VeX(E,1),s(X(E,1))) (2.1)

W (F,s) désigne ici la densité d’énergie volumique (notations usuelles en élasticité). En
dérivant 'expression précédente par rapport au temps et en utilisant la relation (1.30)
nous obtenons

ow ow
a_F . V&Xt + g(S(X, t))t = T: V£Xt

On introduit la température T

Si on impose la relation




Nous obtenons alors que (si 7" > 0)
S(X(E,1),1) = cte

c’est a dire que 'entropie est simplement transportée par le milieu continu. Notons que
cette propriété s’applique uniquement si le champ de vitesse est régulier. En effet nous
avons utilisé les lois de conservations locale et la régularité de ces équations pour obte-
nir la relation (1.30). En particulier, I'entropie n’est pas transportée lorsque des chocs se
produisent, mais ’entropie doit nécessairement augmenter.

Comme le tenseur des contraintes s’obtient en dérivant a entropie constante nous allons
dans la suite enlever la dépendance en s. L’énergie élastique est donc donnée par la formule

= | W(VeX(E1)de (2.3)

Qo

Cette énergie est conservative car elle est indépendante du ”chemin de déformations”
choisi. Nous allons maintenant calculer le ler tenseur de Piola-Kirchoff a 'aide de (2.2).
Rappelons que le développement limité d’une fonction dépendant d’une matrice s’écrit

W(F + H) = W(F) + dW(F)(H) + o(|H|) = W(F) + %—V;(F) CH+o(H|)  (24)

ot A: B=< A, B >=Tr(A” B). On avons donc la relation

ow (
oF
Cette formule nous permet de calculer les contraintes en fonction de I’énergie. On re-
marque que 7 n’est pas forcement symétrique.

T(Et) = VeX(¢:1)) (2.5)

2.2 Principe d’indifference materielle

Les énergies que 1'on considere en pratique ne sont pas quelconques, elles doivent obéir a
certains principes physiques. On note ' = V¢ X et () une rotation quelconque.

L’énergie doit vérifier le principe d’indifférence matérielle (AIM) qui s’écrit
VQ € SO3) W(QF)=W(F) (2.6)

Introduisons le tenseur de Cauchy Green a droite
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C(&,1) = [VeX (&, )] [VeX (€, 1)] (2.7)

On peut montrer que I'énergie associée a un matériau qui vérifie le principe d’indifférence
matérielle s’écrit

E= [ W(C(t)d¢ (2.8)

Qo

Cette nouvelle énergie dépend uniquement de C' = FTF et plus directement de F', il faut
donc trouver un moyen de calculer 7. Pour ce faire introduisons W (F) = W(FTF). On a

W(F+H)=W(FTF+FTH+(FTH)Y'+H"H) = W(FTF)JF%—Z(C) S (FTH+(FTH)")+o(|H|)
Comme C est symétrique, % est une matrice symétrique et le terme linéaire en H s’écrit
2F%%(C) : H. En identifiant avec (2.4) on obtient donc
oW ow
2F— =—(F)= 2.
(0= S () =T (29)
En introduisant le 2eme tenseur de Piola Kirchoff
D€ 1) = [VeX(§,0)] T, 1) (2.10)
On obtient
oW
Y=2—(C 2.11
- (C) (2.11)

Cette relation est 'une des raisons pour lesquelles on introduit le 2ieme tenseur de Piola
Kirchoff.

2.3 Materiaux isotropes

Les matériaux vérifient souvent des propriétés de symétrie. Ils sont dits isotropes s’ils se
comportent de la méme maniere dans toutes les directions. Dans ce cas I’énergie associée
s’écrit

VQ € SO(3) W(FQ)=W(F) (2.12)

Lorsque cette relation n’est vérifiée que pour certaines rotations, le matériau est dit ani-
sotrope.
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On peut montrer que I’énergie d'un matériau qui est isotrope et qui vérifie I’AIM s’écrit

£ = /QO (I)(LC(&t))df (2.13)

ou o = (Tr(C), Tr(Cof(C)), det(C')) sont les invariants de C'. Il est aisé de montrer que
une énergie du type (2.13) vérifie (2.6) et (2.12). La réciproque est plus délicate et est
purement algébrique. Dans le cas d’un matériau anisotrope 1’énergie dépend également de
C mais également de tenseurs construits avec C' et les directions privilégiées d’anisotropie
notés 7. La chose importante a retenir est que c’est le tenseur de Cauchy Green a droite
C'(&,t) qui intervient en élasticité lagrangienne.

2.4 Calcul du tenseur des contraintes .

2.4.1 Décomposition générale

On considere maintenant une énergie générale de la forme

€= | W(Tr(C), Tr(Cof(C)), det(C))de (2.14)
Qo

Nous avons d’apres (2.11) (attention au 1/2)

oW (e)  OW OTr(C) N OW 0 Tr(Cof (C)) N OW ddet(C)
oC  da OC ob oC dc  OC
On a les développements suivants (C' est symétrique)

$(C)/2 =

Tr(C+ H) = Tr(C)+ Tr(H)
Tr(Cof(C'+ H)) = Tr(Cof(C)) + Tr((Tr(C)I — C)H) + o(|H|)
det(C + H) = det(C)+ det(C) Tr(C~'H) + o |H|)

Nous avons donc

dTe(C) dTr(Cof(C)) ddet(C) »
s =1 aa  =TOI-C T = det(O)C (2.15)

Donc avec (2.11) (il n’y a plus le 2 car on a mis 1/2 dans énergie!)

(oW oW ow oW B
$(€,1)/2 = (E—I—Tr(C) 3 ) I - =04 = det(C)C (2.16)
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Les dérivées partielles de W sont a prendre en ¢¢. Le théoreme de Cayley Hamilton s’écrit

C?*—Tr(C)C*4+Tr(Cof (C))C—det(C)I =0 det(C)C™ = C*~Tr(C)C+Tr(Cof (C))I

(2.17)

Le tenseur des contraintes se réécrit avec (2.17)
ow ow ow ow ow ow _,
(2.18)

2.4.2 Décomposition volumique et isochoric

Nous allons maintenant écrire le tenseur des contraintes sous une autre forme en dissociant
les parties liées aux changements de volumes et les parties purement élastiques. Pour ce
faire introduisons le tenseur

c-_¢ . det(C) =1 (2.19)
det(C)3s
Notons également
J = det(VeX) = det(C)? (2.20)

On décompose I’énergie en deux parties

£ = / Weo () + Wieo(T2(C), Tr(Cof (©))dg

Nous avons donc pour la partie volumique W (a, b, ¢) = Wyo(c2)

ow oW oW ez,
B0~ e~ g il

On obtient avec la formule (2.16)

Sal(§,1) = TWi(J)C™ (2.21)

- . 12 : :
Pour la partie isochoric W (a,b,c) = Wis(c 3a,¢75b). On note encore Lo et Do Jeg

dérivées partielles par rapport a la premiere et la deuxieme variable. Nous avons
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a_W . _%31/1/}50 a_W_ _%avviso
oa ¢ o o ¢ o
a_W . _1 _% aVViso _g _%baVViso
oc 39784 T3° 7"

On obtient donc en remplagant dans (2.16) et en utilisant la définition de C' (2.19)

o = 2J75 (<8Wis° +Tr(C) aWiS") 1 Mo _ % <Tr(0) MWiso | o TE(Cof(C)) 0Wi50> O_1>

da ob ob da det(C) 3 Ob
Notons
= amso - am/lso 81/‘/150_
iso — < aa + TI'(C) 8b I — 8[) C (222)

En utilisant la relation Tr(C') Tr(C) — € : € = 2det(C) ™3 Tr(Cof(C)), on obtient

Wiy, Tr(Cof(C)) Wi,

1 = C : iiso
da det(C)§ 0b

Tr(C)

On obtient donc

Sieo(€,8) =275 (ESO - %O‘l((] : ziso)) = 2J 75 Dev(Sio) (2.23)

ou l'on a noté Dev l'opérateur deviatorique en formulation lagrangienne qui vérifie les
propriétés

Dev(A) := A — %C’_l(C’ : A) Dev(A):C =0

2.5 Calcul du tenseur des contraintes o

Le tenseur 7 (ou de maniere équivalente le tenseur ¥) permet de calculer les contraintes
dans la configuration de référence. Cependant le tenseur des contraintes dans la configu-
ration déformée est plus simple a interpréter physiquement. Dans ce cas il faut calculer le
tenseur o a l'aide des caractéristiques directes X (£, t). Pour ce faire on utilise la relation
(1.16) et (2.10)
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o(X(&,1),1) = T VX (&,1))]5(8,1)[VeX (€,1))]" (2.24)

Apres avoir introduit le tenseur de Cauchy Green a gauche

B(&,1) = [VeX(&,1)][VeX (£, 1))]"

Nous avons les relations suivantes
VXTIV X" =B VX0 VXT =1 [V X]C[VeX])' = B? (2.25)

2.5.1 Décomposition générale

On s’intéresse tout d’abord au cas général de 'énergie £ = fQo W {(te)d€ dont le tenseur
des contraintes ¥ est donné par la relation (2.16). En utilisant (2.24) et (2.25) et le fait
que B et C' ont les mémes invariants, on obtient

NI oW SOWYN = W -,

En utilisant (2.17)

o(X(&1),t) =2J7" ((aa_v([:/ det(B) + %—VZ Tr(Cof(B))) I+ %—Z/B — %—VIE/ det(B)B—1>

(2.27)
Remarquons que ce tenseur de Cauchy est écrit sur la configuration déformée mais qu’il est
calculé de maniere lagrangienne car il dépend des caractéristiques directes X (£, ). Nous
verrons dans le prochain chapitre comment calculer ce tenseur de maniere eulérienne.

2.5.2 Décomposition volumique et isochoric

On s’intéresse maintenant au cas de 1’énergie fQo Waol(J) + Wiso(Tr(C), Tr(Cof (C))dé dont
le tenseur des contraintes ¥ = ¥4 + i, est donné par (2.21) et (2.23). Pour la partie
volumique, on utilise (2.24), (2.25) et le fait que C' et B ont les mémes invariants

O-V01<X(€7t)>t> = W\/Iol(J)I (228)
Pour la partie isochoric, introduisons
— B —
B = — det(B) =1
det(B)3
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et

J = det(VeX) = det(B)?

Notons

— am/iso =3 aI/‘[/ViSO =3 8%50_’“2

Tiso ( % + Tr(B) 0 ) B — b B
On a

[VeX S [VeX]T = det(B) 350
et
C: iiso = det(B)%I : Tiso
En utilisant ce relations, ainsi que (2.24), (2.25), on obtient
1
OiSO(X(f, t), t) = 2J_1 (Eiso — 5[(] : Eiso)) = 2J_1dev(5iso) (229)

ou l'on a noté dev 'opérateur déviatoric en formulation eulérienne qui vérifie les propriétés

dev(A) = A — %[([ : A) dev(A): 1 =0

En utilisant (2.17) la relation (2.29) reste vraie avec

fan = .oo—=—1
Eiso _ aV[/lsoB . aI/VrlsoB

da ob

Remarquons qu’il y a normalement un terme supplémentaire proportionnel a l'identité.
Nous I'avons omis car dev (/) = 0.
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Chapitre 3

Elasticité Eulérienne

3.1 Préliminaires

Nous aimerions maintenant formuler de maniere eulérienne ’élasticité. La formulation
eulérienne décrit un milieu continu dans sa configuration déformée a l’aide de son champ
de vitesse. Cette formulation ne permet donc pas tel quel de décrire I'élasticité car il est
necessaire de connaitre la déformation par rapport a une configuration de référence. Pour
prendre en compte ces ”effets de mémoire” on introduit les caractéristiques rétrogrades Y

Y x[0,T] — Q
(x,t) +—  Y(x,t)

Ces fonctions sont liés aux caractéristiques directes X par les relations

X(Y(2,8),t) = x Y(X(E,1),t) = ¢ (3.1)

L’équivalent eulérien de (1.1) est donné en dérivant (3.1) par rapport a ¢

En utilisant x = X (£, ) et (1.1) on obtient I’équation de transport

Yi+(u-V)Y =0 (3.2)

En dérivant (3.1) par rapport a = ou £ on obtient

[VeX (€, 8)] = [VoY (@, 1)) (3-3)

Cette relation est le point clé de la formulation eulérienne de 'élasticité car le gradient
de déformation lagrangien est calculé a 'aide des caractéristiques rétrogrades.
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Dans la formulation eulérienne nous avons une équation supplémentaire liée a la conser-
vation de la masse (1.9). Les caractéristiques rétrogrades vont nous permettre d’éliminer
cette équation. En repartant de (1.11) et en utilisant Y

p(z,t) = det(V,Y (x,t))p(Y(x,t),0) (3.4)

Pour formuler de maniere eulérienne I’énergie élastique nous allons avoir besoin de chan-
gement de variable permettant de se ramener a la configuration déformée. Nous avons de
maniére générale avec & = Y (x,t)

/Y(Q t)=Q g(é,t)df - g(Y(xvt)awjil(%,t)dx (3'5)

Q¢

ou l'on a noté

J Nz, t) = det(V,Y (z,1))

On repart de 1’énergie générale lagrangienne

E= [ W(VeX(E1),s(X(&1),1))dS

Qo

Avec le changement de variable £ = Y (z,t), on obtient avec les relations précédentes

E= [ W(V.Y] Y, t),s(x, 1)) Ha, t)dx

Q

En utilisant une formule de Reynolds volumique et en enlevant la dépendance en Y et s
de W, on obtient

d B - -
E=— ( Wj_ldx) = / (WJ™H, + div(WJ 'u)dx
dt Q4 Qq

En développant

& = / (Wi +u-VW)J L+ W((JY), + div(J ) de (3.6)
Q¢

Comme fQo d¢ = th Jldx est constant, une formule de Reynolds volumique donne
(J N+ div(J'u) =0
Le dernier terme de I’expression précédente est donc nul et
£ - / (Wi 4 - VIV)J-lda (3.7)
Qt

En remettant la dépendance en Y et s, on obtient

23



ow ow
(W(VY] ! s)) = 97 (VY] 1)+ 25
et
ow ow
. -1 —_ —_— . -1 _ .
u- VIW([VY] ™, s) aF U VIVY]™ + s Y Vs

En dérivant I’équation de transport sur Y, on obtient

(VY] ™) +u- V(VY]) = [V [VY]

et donc
ow ow
(W(VY] ™, 8) +u- VW([VY] ™ s) = 97 [Vu][VY] !+ E(St +u-Vs)
Avec la relation pe = poeJ 1 = W.J!, la conservation de 1’énergie (1.27) devient
d 71
— WJdx | = | o:Vudx (3.8)
dt o Q,
Nous avons donc
- OW - OW
19V —T . 19V ] _ .
J aF[VY] [Vl + J P (st4+u-Vs)=0:Vu
Si l'on fait le choix d’imposer
- OW
19V -T _
J oF VY] o
Ce qui correspond a
ow
8_F =0 COf(VgX)

et qui revient donc a faire le méme choix qu’en lagrangien alors

ss+u-Vs=0

C’est a dire que 'entropie est simplement transportés pour un champ de vitesse régulier.
Le tenseur des contraintes étant calculé a entropie constante, on enleve cette dépendance
dans la suite.
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3.2 Matériau hyperelastique isotrope vérifiant I’AIM

Introduisons le tenseur de Cauchy Green a gauche

B(&,t) = [VeX (&, 0)][VeX (&, 1)] (3.9)

En élasticité lagrangienne le tenseur C'(&, ) intervient naturellement. Comme nous allons
le voir, en élasticité eulérienne c’est le tenseur B(€,t) qui intervient de maniére naturelle.
Remarquons dés maintenant que B et C' ont les mémes invariants (AB et BA ont le
méme polynome caractéristique). Considérons une énergie élastique qui vérifie le principe
d’indifférence matérielle et qui est isotrope

E= W (tcen)dé = W (tpe.)dE

Q() Q0
D’apres la relation (3.3) nous avons pour £ = Y (x,t)
B(Y (x,t),t) = [V.Y (x,8)] " [V.Y (2,8)]7 = B(x,1) (3.10)

En utilisant le changement de variable (3.5) et (3.10) nous obtenons

E= W(LB(M))j_l(m,t)dm
Qe

3.3 Calcul du tenseur des contraintes o

3.3.1 Décomposition générale

On considere 1’énergie isotrope et vérifiant I'indifférence matérielle

= | W(Tx(B), Tr(Cof(B)),det(B))J ‘dx (3.11)

Q

Pour calculer la dérivée temporelle nous allons avoir besoin de connaitre les équations de
transport vérifiées par les invariants de B.

L’équation de transport (3.2) nous permet d’obtenir

([VY])e +u-V([VY]) = = [VY][Vu] (VY +u-V(VYT) = =[Va] [VY]!
Puis
(VY] )tuV([VY]) = [Vu][VY] (VY] D)tu-V(VY]T) = VY] T V]
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Nous en déduisons facilement avec (3.10)

B;+u-VB = [Vu|B + B[Vu]" (3.12)

Remarquons que il n’est pas possible d’obtenir de telles équations avec le tenseur C.
Nous obtenons ensuite

Tr(B); +u-VTr(B) =2B:Vu
Tr(Cof(B)); + u - V Tr(Cof(B)) = 2[Tr(B)B — B*] : Vu

(det(B)); + u - V(det(B)) = 2det(B)I : Vu

Nous avons

(W) = %—Z/ Tr(B), + c‘?a_l/;/ Tr(Cof(B)); + %—Z/(det(B))t

En utilisant les équations de transport précédentes

(W(g))e=—-u-VW(ig))+2 (| =— + Tr(B)—

oW oW oW ow
Oa ob

Nous obtenons donc en remplagant dans (3.7)

- ow ow ow oW
_ —1 e ow B 9 '
&= /Qt 2J (( 9 + Tr(B) BT ) B o B” + B det(B)[) - [V do

D’apres la formule (3.8) nous obtenons

o(z,t) =271 (%—VZ det(B)I + (%—Z/ + Tr(B)a—W> B — a—WB2) (3.13)

En utilisant Cayley Hamilton (2.17)

(oW oW oW oW
o —1 s e s o —1
o(x,t) = 2.7 (( oo det(B) + = Tr(Cof(B))) [+ 5B~ - det(B)B )

(3.14)
On retrouve les mémes résultats que (2.26) et (2.27). La différence essentielle entre les
résultats réside dans le fait que 1'on utilise les caractéristiques directes (lagrangien) pour
I'un et les caractéristiques rétrogrades (eulérien) pour l'autre. Le lien entre les deux est
réalisé avec les relations
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r=X(E1  E=Y(nt)  BY(x.t),t) =Bt J(at) = J(Y(z,1),1)

3.3.2 Décomposition volumique et isochoric

Nous allons maintenant écrire le tenseur des contraintes sous une autre forme en dissociant
les parties liées aux changements de volumes et les parties purement élastiques. Pour ce
faire introduisons le tenseur

B

e
det(B)3

det(B) =1

Notons également

J(z,t) = det(B(z,1))?

On décompose 'énergie en deux parties

E = / (Wvol(j) + VViso(Tl"(E),TI'(COf(E)))j_leE

Nous avons donc pour la partie volumique

oW Cié , 1
) B0 = TWvd(C )

N[

Wi(a,b,c) = Wya(c

On obtient avec la formule (3.13)

Ool(z, 1) = W ()] (3.15)

vol

Pour 'autre partie

W(a,b,c) = VViSO(c’%a, c’gb)

On note encore % et % les dérivées partielles par rapport a la premiere et la derniere

variable. Nous avons

ow . _%aVViso ow _ —%aVViSO
da  ° oa L
8W 1 _4 aVViso 2 _5 aI/ViSO

_— = ——=C 3Q - = 3b

dc 3 da 3 ob



On obtient donc en remplacant dans (3.13)

~ oW, — Wiso ) = Wigo—2 1 — W, —. . OW;
- -1 iso iso B iso . iso iso
Oiso 2J (( aa + TI'(B) 8b ) B 8b B 3[ <TI'(B> aa + 2 TI'(COf(B)) ab )>

Notons

da ob ob

To = (aVViso + TI(F) aI/Viso> E . 6VViso§2

En utilisant 2 Tr(Cof(B)) = Tr(B) Tr(B) — B’ : T on obtient

—, Wiso IWiso

Tr(B) 9 + 2 Tr(Cof (B)) T Tiso & |
On obtient donc
- 1 -
O'iso(.T, t) = 2J71 (Eiso — 5[(5130 : [)) = 2J71deV(Eiso> (316)

ou 'on a noté dev 'opérateur déviatorique en description eulérienne qui vérifie les pro-
priétés

dev(A) = A— %[([ : A) dev(A): 1 =0

En utilisant (2.17) la relation (3.16) reste vraie avec

Eiso — aV[/viSOE - aV[/YiSO

da ob

5!

Remarquons qu’il y a normalement un terme supplémentaire proportionnel a 1'identité.
Nous l'avons omis car dev(I) = 0.

On retrouve les mémes résultats que (2.28) et (2.29). La différence essentielle entre les
résultats réside dans le fait que l'on utilise les caractéristiques directes (lagrangien) pour
I'un et les caractéristiques rétrogrades (eulérien) pour I'autre. Le lien entre les deux est
réalisé avec les relations

r=X(E1)  £=Y(n,t)  B(Y(x,t),t)=Ba,t)  J(xt) = J(Y(2,1),1)
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Chapitre 4

Gaz compressibles

Nous allons retrouver dans ce chapitre les lois de comportement des gaz comme un cas
particulier de comportement élastique.

4.1 Approche élastique volumique des gaz

Considérons un milieu dont la loi de comportement est uniquement volumique, c’est a
dire que la partie isochoric est nulle. On va partir de la formulation eulérienne car c’est la
plus naturelle est la plus adaptée pour étudier les gaz. On considere une énergie interne
qui dépend de la densité de de ’entropie

5:/ pe(p, s)dx
Q

Une formule de Reynolds volumique et la conservation de la masse donne

&= / (pe)s + div(peu)dx = / ple +u-Ve)dx
Qt Qt

De plus

e
dp

La conservation de ’énergie interne (1.27)

d
St—a(/ﬂtpedx)—/ﬂta.Vud:r

Nous faisons maintenant I’hypothese que

9)
(Pt—l-u-Vp)—l——g(st—iru-Vs)

(5(P, s))t—l—u-Ve(p, 3) = Os

0e

o:Vu=p
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alors nous obtenons que I'entropie est juste transportée par 1’écoulement

ss+u-Vs=0

En utilisant la conservation de la masse

o:Vu= —,022—; div(u) = —pQS—;I Vu
Oe
o= —p* — ,8) == —p(p,s)]
A (p, ) (, )

on retrouve la formule bien connue pour la pression

(pss) (4.1)

Oe
2
p(p,s)=p o

s=cte

On introduit également la température par la formule

Oe

T(ﬂv S) = .

=l (e (12)

p=cte

4.2 Approche classique thermodynamique des gaz

n thermodynamique, on considere que les systemes sont au repos a 1’échelle macrosco-

En th d , d | t t I’échell

pique. Dans ce cas on néglige I’énergie cinétique et le ler principe de la thermodynamique
) 4l

s’'ecrit

de = de = 6Q) — pdv

ou v est le volume massique et p la pression car dans le cas d'un gaz, seules les forces
de pression travaillent. Avec la variable p = 1/v, on obtient —pdv = f%dp. Le deuxieme
principe de la thermodynamique permet d’écrire 6Q) = T'ds ou s désigne I'entropie et T’
la température

de = Tds + L.dp
p

Cette relation permet de comprendre pourquoi il est naturel d’exprimer 1’énergie interne
en fonction de la densité et 1’entropie. Car toutes les autres quantités se calculeront a
partir ce cette énergie. Par exemple, nous obtenons facilement

Oe 5 Oc
= pos) = 0 (4.3)

s=cte

T(p,s) =

p=cte
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On rappelle également que 'on peut se donner d’autres énergies.

L’énergie libre d’'Helmotz f(p,T')

f=¢e—-Ts
On en déduit
of
p(p,T) = p* ==
ap T=cte
L’enthalpie h(p, s)
h:€+£
P
On en déduit
oh
T(p, 5) = I
88 p=cte

L’énergie libre de Gibbs g(T', p)

g:h—T,S:er}—?
p

On en déduit

df = Ldp — sar
p

of
T) = — =L
S(p’ ) 8T p=cte
1
dh =Tds + —dp
p
oh
b,s) = 1) —
p(p,s) =1/ o
1
dg = —sdT + —dp
dg
T7p =1/ —
p(T,p) =1/ ol

4.3 Lois de comportement pour les gaz

Considérons I'équation générale

€Cv

e(p, s) = -

1

(

1
b
p

B

P

Cyy 7, Poo, @, b désignent des constantes. On notera par la suite

On obtient avec (4.3)

K(s) = €%
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709 = g (5 -0) o) =r(s) (1 0) =g =

En simplifiant les formules, on obtient

P p(7 l)cvj 2
T)=C,T — 7o Ty =" T _
elp, T)=C,T —ap+ P p(p,T) 1~ bp ap” — Poo
(p (I,O2 poo)(l ,Ob) Poo ('7 1) 2 2
e(p,p) = —ap + — p(p,e) = e+ ap” — Poo) — (AP” + Do
(p,p) ( 1)p P P (p,€) 1— b (p P ) — (ap )

(p+ ap® + poo)(1 — pb) = p(y = 1)C, T

Remarquons que c’est la donnée de la loi € = £(p, s) qui nous a permis d’en déduire toutes
ces expressions et que si 'on considere uniquement la relation p = f(p,T), on ne peux
pas en déduire ¢ = g(p,T). Ceci a une signification physique, ce que 'on peut mesurer
dans un gaz, c’est la variation d’énergie lorsque que l'on varie la densité ou ’entropie a
I’aide d’expériences.

Nous allons maintenant retrouver des modeles bien connus de la littérature comme cas
particuliers de ce modele

4.3.1 Gaz parfait

Prenons I'exemple de I'énergie d'un gaz parfait

A(s)p7!
v—1

Cette énergie est le cas particulier précédent avec a = b = p,, = 0, on obtient donc

(p,s) =

p(p.T) = ply —1)C,T

€<p7 T) - CvT E(pvp) = (’}/—p;lm

qui sont les expressions bien connues pour un gaz parfait de 1’énergie interne et de la
pression en fonction de la température et de la densité. Une valeur typique des parametres
est

vy=14
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4.3.2 Stiffened gas

Il permet de modéliser des gaz qui sont tres peu compressibles comme ’eau. L’énergie est

donnée par

e(p, s

) =

K(s)pr !
v—1

Poo
p

Cette énergie est le cas particulier précédent avec a = b = 0, on obtient donc

e(p,T) ZCUT+%°° e(p,p) =

) = DE P
(v—=1p

p(p> T) = P + p('}/ - 1)C’UT

Remarquons que l'on retrouve la loi des gaz parfaits en prenant p,, = 0. Remarquons
que contrairement a un gaz parfait 1’énergie interne ne dépend pas uniquement de la
température 7" mais aussi de la densité p. Une valeur typique des parametres est

vy=4.4

4.3.3 Gaz de Van der Waals

Il permet de rendre compte de force d’interaction supplémentaire mais également du fait
que I'on ne peut pas réduire un volume en un point. L’énergie est donnée par

Poo = 10°

e(p,s) =

K($)

v—1

(

1
)
p

1—y
)

Cette énergie est le cas particulier précédent avec p,, = 0, on obtient donc

e(p, T)=C,T —ap e(p,p) =

(p+ap®)(1 — pb)

(v=1)p

p(p,T) =

p('7 B ]‘)OUT .

1—0bp

ap

2

On peut réécrire cette derniere équation sous la forme la plus souvent présente dans la

littérature avec v = 1/p

<p+ %) (v=0)=(y-1C,T

Remarquons que 'on retrouve la loi des gaz parfaits en prenant a = b = 0. Remarquons
que contrairement a un gaz parfait 1’énergie interne ne dépend pas uniquement de la
température 1" mais aussi de la densité p. Une valeur typique des parametres est

b=10"3




4.4 Modele complet gaz compressible eulérien

Les équations sont données par

pr +div(pu) = 0
(pu): + div(pu @ u + plI)
(pe)e + div((pe +pJu) = 0

I
o

avec e = |ul*/2 + ¢ et

=1
) €)=
plp.e) =5 o
Cette relation permet de fermer le systéme en utilisant ¢ = e — |u|?/2. Cependant il est
parfois préférable de garder une variable supplémentaire pour faire le lien entre € et p.
Par exemple la température ou I'entropie. Nous avons fait le choix de garder la variable
entropie. Nous avons

(pe 4+ ap® = po) — (ap® + Pso)

“(p.s) = 12 (%—b)”—am%’o o) =r(s) (10) =g =

On peut bien sur éliminer le x(s) dans ces équations pour se ramener au cas précédent c’est
a dire trouver une relation p = p(p, ). Cependant, on perd un petit peu Uinterprétation
physique. Par exemple, un cas tres important dans la suite sera le cas isoentropique
(s = cte) et on montrera qu’il suffira juste de calculer les valeurs propres dans ce cas la
pour en déduire le cas général.

On peut également choisir la température comme variable intermédiaire

Peo p’y—lC'@T
€(p,T) = CUT—G,p—I— 7 p(va) = % _alo2 — Po

Ces relations permettent de comprendre pourquoi les relations entre p et p dans les cas
d’un gaz parfait isotherme et isoentropique sont donnés respectivement par

p=pp’ p=ap

ici # est une fonction de s et a une fonction de 7. On ne peut pas retrouver ces relations
si on utilise seulement p = p(y — 1)e.
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Chapitre 5

Conditions de stabilité en dimension
1

On s’intéresse aux conditions de stabilité de ’élasticité compressible. Pour ce faire il suffit
de calculer les valeurs propres du systéme associé. Si ces valeurs propres sont réelles alors
le systeme sera hyperbolique.

5.1 Formulation eulérienne

Les équations générales eulériennes sont données par

pr +div(pu) = 0 (5.1)
(pu); +div(pu@u—0) = 0 (5.2)
(VY);+V(u-VY) = 0 (5.3)
(pe); + div(peu — oTu) = 0 (5.4)
5.1.1 Calcul des valeurs propres
Les équations eulériennes s’écrivent en 1D
pr+ (pu)e = 0
(pu)e + (pu* —0)y = 0
(Ya): + (u Y2)a 0
(pe): + (peu — o), 0

Ces équations sont indépendantes car p = Y, po(Y). Dans le cas py constant les équations
sur p et Y, sont redondantes et on peut en enlever une. De plus I’'équation sur p contient
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plus d’informations (il y a la condition initiale py alors que Y, (z,0) = 1) et il est naturel
d’exprimer les contraintes en fonction de p plutét que Y,. On remarque également que en
1D il n’y pas d’effet élastique a proprement parler car il n’y a pas d’effet de cisaillement
mais uniquement des variations de volume (de longueur en 1D!). Nous pouvons donc
réécrire ces équations

pe+ (pu)z
(pu) + (pu* = 0), =
(pe); + (peu — o'u), = 0

et nous obtenons les équations des fluides compressibles en 1D.

On réécrit le systeme précédent sous la forme

)

avec ¢ = pu et 1 = pe

p 9
U= ¢ Fo)=|% -0
y (1-0)s

Les vitesses des ondes sont alors données par les valeurs propres de la jacobienne de F'(¥)
par rapport a V. Pour faire ce calcul il faut se donner une loi de comportement reliant
o aux autres variables conservatives du systeme o = o(p, ¢, ). Le plus simple est de se
donner une loi de comportement &(p, s)

Oe ¢?
—o=p= an—p . (pys) v=pelps) + o

Faisons le calcul dans le cas d'un gaz parfait

2

e(p,s) = % —o=p'k(s) = (v —1pe(p,s) = (v — 1) (@/) - 2—p)

Le flux est donc donné dans ce cas par



Ona (F(¥)), = F'(¥)V , et on obtient

0 1 0
_3)02 _
F/(\I’> —_ (72;’2)¢ (3 p’Y)¢ v — 1
(=13 —vpdyp  29pp—3(y—1)¢* ¢
P 2p? P

Les valeurs propres sont données par

R T el O T

5.2 Formulation lagrangienne

Les équations lagrangiennes s’écrivent

(poXi): = dive(T) (5.6
(poe): = dive(TTX;) (5.7)

Comme pour l'eulérien on peut remplacer 1’équation sur 1’énergie par la conservation de
I'entropie sur les caractéristiques s(X(&,t),t) = cte lorsque les solutions sont régulieres.
Afin de ne pas alourdir les notations on notera s au lieu de s(X(&,t),t) Les équations
lagrangiennes s’écrivent en 1D

(PoXt)e = (T(Xg; 8))e = 0 (5.8)
s = 0 (5.9)

On se donne maintenant une loi constitutive W (X, s) et le tenseur des contraintes est
donné par

T (Xe,s) = Wx (Xe, s)

L’équation précédente se met sous la forme

W, + (F(0))e =0

avec (on passe d'une équation avec des dérivées seconde a 2 équations avec des dérivées
premieres)
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pOXt _T(va S)
U= X F(o)=[ —=X
S

On note Ty, et T, la dérivée de T par rapport a X, et s respectivement. Nous avons

0 _Txg _TS
F(O)=|-, 0 0
0 0 0

On obtient les valeurs propres

AP = {0,,/%,—,/%} (5.10)

Pour que les racines soient réelles et le systeme hyperbolique il suffit que (" désigne la
dérivée par rapport a X¢)

Txe =W >0 (5.11)

On retrouve le fait que la fonction W doit étre convexe pour que le systeme soit hyper-
bolique.

L’équation 1D lagrangienne se réécrit

PoXit = Txe Xee (5.12)

On retrouve donc le fait que, si cette condition d’hyperbolicité est vérifiée alors on obtient
une équation des ondes (avec le bon signe!!) avec une vitesse dépendant de X¢. Nous
allons maintenant faire le lien entre les deux formulations.

5.3 Lien entre les deux formulations

Pour ce faire il faut comparer les tenseurs des contraintes 7 et ¢ ainsi que leurs dérivées.
On enléve la dépendance des tenseur en entropie. La relation (3.3) se réécrit en 1D pX, =
po et comme Cof(V¢X) =1 on a d’apres (1.16)

er(s) ()T
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En notant (AP A\Y) les deux valeurs propres eulériennes de (5.5) (différentes de u) et
(AL, L) les deux valeurs propres lagrangiennes (5.10) (différentes de 0), on obtient la
relation

M= u+ X AP

Dans la version eulérienne il y a la vitesse u qui intervient et un terme supplémentaire en
Xe¢. Le terme en u vient de la description eulérienne en un point fixé et le X, du jacobien
de la transformation. Un lien assez clair est établi entre les valeurs propres lagrangiennes
et eulériennes. Regardons maintenant ce que deviennent ces relations pour plusieurs lois
de comportement différentes.

5.4 Cas particuliers

Dans le cas eulérien 1D nous avons

Oe
= [ pelpsde|  plos) =5 (0
Q P
Dans le cas général lagrangien 1D (e = W/po)
€= [ W(Xes(X,1))d¢ T(Xe, s(X,1)) = W x (Xe, s(X 1))
Qo

Le lien entre les deux formulation se fait avec la relation (on enléeve la dépendance en
entropie)

Po
Wixo =me (5)  Wx9 =)
Nous nous intéressons maintenant aux modeles obtenus dans quelques cas particuliers.

5.4.1 Euler isotherme

Dans le cas particulier ot £(p) = (cp)?In(p) on a

p(p) = (co)?p c(p) = o
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En lagrangien on obtient

(c0)*po / po(co)”
X —_ — X =
T(Xe) X T'(Xe) (o)
Les équations en eulérien s’écrivent
pt+ (pu)e = 0
(pu)e + (pu* + (co)’p)e =
Les équations lagrangiennes deviennent dans ce cas
X (c)?
or (X
5.4.2 Cas quadratique
Dans le cas particulier ou £(p, s) = # on a
1 , 1
p(p,s) = —— (ps) = =
p p?
Les équations en eulérien s’écrivent
pt+ (pu)e = 0
1
(pu) + (pu2 — —) =0
P)
En lagrangien on obtient
X, 1
T(Xe) == T'(Xe) = —
Po Po

Les équations lagrangiennes deviennent dans ce cas

0?°X
(PO)Q—

On retrouve I’équation bien connue des ondes. On peut ajouter des constantes dans les
lois pour obtenir des énergies homogenes du point de vue physique

= Xee
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5.4.3 Cas Shallow water

Dans le cas particulier ot £(p) = p on a

p(p,s) = p? c(p,s) = 2p

Les équations en eulérien s’écrivent

pe+ (pu)s
(pu)e + (pu” + ,02)3: =0

On retrouve les équations Shallow water ou p joue le role d'une hauteur d’eau.

En lagrangien on obtient

T(Xe) = — (@)2 T'(Xe) =

Les équations lagrangiennes deviennent dans ce cas

82X . 2,00
o (Xt

On retrouve 1’équation bien connue des ondes.
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