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Modéliser une expérience aléatoire
1) Choix de l’univers

Expérience : On lance deux dés, non pipés et identiques.

On note l’univers des possibles ⌦ l’ensemble des résultats possibles
de l’expérience. ⌦ dépend de l’usage de l’expérience.
Exemples : on note les 2 chiffres obtenus
⌦1 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), . . .} ; ⌦2 = {2, 3, . . . 12} si on s’intéresse
à la somme des chiffres des 2 dés, ...
On note évènement A une proposition relative au résultat de
l’expérience
Exemples : j’ai tiré un 3, la somme des points est égale à 7, la
somme est supérieur a 10, etc.
On note une tribu A l’ensemble des évènements (⌦ 2 A, ? 2 A)
inclus dans l’ensemble des parties de P(⌦), possédant une certaine
structure (d’algèbre) : pour tout A 2 A le complémentaire Ac 2 A
et A est stable par réunion finie ou dénombrable.
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Modéliser une expérience aléatoire
2) Choix de la mesure de probabilité sur cet univers/cette tribu

On appelle loi de probabilité sur (⌦,A) l’application :

P : A 7�! [0, 1] telle que

P(⌦) = 1

P

0

@
[

i�0

A
i

1

A =
+1X

i=0

P(A
i

) pour des évènements incompatibles
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Modéliser une expérience aléatoire
Espace probabilisé

Une probabilité en mathématiques présuppose :

Deux ingrédients indispensables

1 Le choix de l’univers et d’une tribu modélisant l’expérience aléatoire
2 Le choix de la mesure de probabilité sur cet univers/tribu

L’espace (⌦,A,P) est appelé espace probabilisé.

Nota Bene : en faisant ces choix on « modélise » le phénomène
aléatoire, c’est-à-dire qu’on émet des hypothèses quant à sa nature,
permettant ensuite de calculer la probabilité d’évènements sur cette base.
La branche des mathématiques dévouée au choix de la mesure de
probabilité, donc au choix du modèle, est la statistique.
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Modéliser une expérience aléatoire
Le cas du lancé de 2 dés
Supposés non pipés chaque face des dés a même chance d’apparition,
mais selon le choix de l’univers le calcul de la probabilité de l’évènement
A = « la somme des dés est égale à 4 » va être différent.

Si ⌦1 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), . . .}, on est en situation
d’équiprobabilité et la probabilité P1 sur ⌦1 est prise uniforme :

P1({i , j}) =
1
36

, 8(i , j) 2 {1, . . . , 6}2

P1(A) = P1[{(1, 3), (2, 2), (3, 1)}] =
Card(A)

Card(⌦1)
=

3
36

=
1
12

Si ⌦2 = {2, 3, . . . 12}, on est plus en situation d’équiprobabilité, en
effet P({2}) = 1

36 (cas unique où on obtient deux 1) et

P(A) = P({4}) = 1
12

6= Card(A)

Card(⌦2)
=

1
11

) Cf. Paradoxe de Bertrand pour le choix crucial de l’univers.
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Modéliser une expérience aléatoire
L’interprétation de la probabilité est ensuite suspendue

La probabilité d’un évènement peut se comprendre soit :

De manière « fréquentiste » : c’est le pourcentage de fois où
l’évènement se produit si on répète indéfiniment la même expérience.
De manière « subjectiviste » : c’est alors une mesure subjective (un
degré de croyance) dépendant du contexte et de la vraisemblance de
l’évènement.

« On ne peut guère donner une définition satisfaisante de la probabilité.
La définition complète de la probabilité est donc une sorte de pétition de

principe » (Henri Poincaré)

Nota Bene : Les mathématiques s’exonèrent de ces considérations
métaphysique par l’axiomatisation de Kolmogorov. Néanmoins la théorie
des probabilité est « robuste » au sens où ces axiomes permettent de
démontrer la loi des grands nombres, qui fait le lien avec l’approche
fréquentiste, ce qui justifie a posteriori le cadre développé.
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Propriétés découlant des axiomes des probabilités

Une probabilité P(A) est définie sur un évènement A

P(⌦) = 1
P(?) = 0
0 < P(A) < 1

P(Ā) = 1 � P(A)

P(A)  P(B) si A ⇢ B

P(A [ B) = P(A) + P(B)� P(A \ B)

P([A
i

) 
P

P(A
i

)
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Probabilités conditionnelles

La probabilité conditionnelle d’un évènement A sachant un évènement
B dénote la probabilité de A dans le cas où B est réalisé, notée
P(A |B), et définie par :

PB(A) := P(A |B) :=
P(A \ B)

P(B)

On a alors :

P(A \ B) = P(A |B) P(B) = P(B |A) P(A)

Remarque : P(A \ B) est symétrique, P(A |B) ne l’est pas. On vérifie
que P

B

définit bien une probabilité.
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Évènements indépendants

A est indépendant de B si P(A |B) = P(A)
c’est-à-dire la connaissance de B ne change pas les “chances" de
réalisation de A

A est indépendant de B ) B est indépendant de A

Si A and B sont indépendants, alors :

P(A \ B) = P(A) P(B)
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Théorème de Bayes

P(A |B) =
P(A \ B)

P(B)
=

P(B |A) P(A)

P(B)

Par la formule des probabilités totales :

P(B) = P(A \ B) + P(Ā \ B) = P(B |A) P(A) + P(B | Ā) P(Ā)

D’où :
P(A |B) =

P(B |A) P(A)

P(B |A) P(A) + P(B |A) P(A)

Thomas Bayes (1701-1761) mathématicien et pasteur britannique
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) mathématicien, astronome, physicien
français
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À retenir
Théorème de Bayes

P(A |B) = P(A \ B)

P(B) =
P(B |A) P(A)

P(B)

Règle de la somme

P(A) =
X

B

P(A \ B)

Règle du produit

P(A \ B) = P(A |B)P(B)

D’où
P(A) =

X

B

P(A |B)P(B)

Vocabulaire : probabilité conditionnelle, probabilité jointe, probabilité marginale
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Théorème de Bayes
À vos boitiers !
Vous venez de passer un test pour le dépistage du cancer.
Le médecin vous convoque pour vous annoncer le résultat : mauvaise
nouvelle, il est positif. Pas de chance, alors que ce type de cancer ne
touche que 0.1% de la population.

Vous lui demandez si le test est fiable. Sa réponse est sans appel :
« Si vous avez le cancer, le test sera positif dans 90% des cas ; alors que
si vous ne l’avez pas, il sera négatif dans 97% des cas ».

Selon vous, après le résultat d’un tel test,
quelle est la probabilité que vous ayez le cancer ?

A) > 90%
B) = 90%
C) = 9%
D) < 5%
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Théorème de Bayes
Faux positifs

Explications :

Sur les 309 personnes qui sont
testées positives, 9 seulement sont
réellement malades, et 300 sont
saines : ces 300 sont ce qu’on
appelle des faux positifs. Si vous
êtes positif, vous n’avez donc que

9
309

= 2.9%

de risque d’être réellement malade,
et donc 97.1% de chance d’être un
faux positif, et donc d’être sain.

Crédits : D. Louapre (Science Étonnante)
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Théorème de Bayes
Répondre à la bonne question

Vous avez répondu 90% ou plus ?

Si vous êtes testé positif et que vous vous demandez si vous avez le
cancer, vous cherchez :

« la probabilité d’être malade sachant que le test est positif »

Quand le médecin vous dit que « Si vous avez le cancer, le test sera
positif dans 90% des cas », il s’agit de :

« la probabilité d’être testé positif sachant que l’on est malade »
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Théorème de Bayes
Formuler le problème

H = “je suis malade” (hypothèse à tester)
O = “le test est positif” (l’observation)

Si vous êtes testé positif et que vous vous demandez si vous avez le
cancer, vous cherchez P(H |O) :

« la probabilité d’être malade sachant que le test est positif »

Quand le médecin vous dit que « Si vous avez le cancer, le test sera
positif dans 90% des cas », il s’agit de P(O |H) :

« la probabilité d’être testé positif sachant que l’on est malade »
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Théorème de Bayes
Écrire la formule de Bayes

H = “je suis malade” (hypothèse à tester)
O = “le test est positif” (l’observation)

P(H) = 0.001
P(O |H) = 0.9
P(O) = P(O \ H) + P(O \ H̄)

P(O) = P(O |H)P(H) + P(O | H̄)P(H̄)

= 0.9 ⇥ 0.001 + 0.03 ⇥ 0.999
= 0.03087

P(H |O) =
P(O |H)

P(O)
P(H)

=
0.9

0.03087
⇥ 0.001 ⇡ 2.9%

Crédits : D. Louapre
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Raisonnement inductif
Erreurs à ne pas commettre

1 Ne pas se tromper de question : P(A |B) 6= P(B |A)

« la probabilité d’être malade sachant que le test est positif »
6=

« la probabilité d’être testé positif sachant que l’on est malade »
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Raisonnement inductif
Erreurs à ne pas commettre

1 Ne pas se tromper de question : P(A |B) 6= P(B |A)
2 Ne pas négliger le taux de base : la fiabilité d’un test n’est pas

suffisant, il faut s’intéresser à la probabilité a priori
Manger un aliment X augmente de 300% le risque de cancer C
Ne pas manger X augmente de 30% le risque d’anémie A

Oui MAIS :
Si P(C ) = 0, 0001% alors l’augmentation du risque de 300% donne
P(C |X ) = 0, 0004% ) augmentation brute de 0, 0003%
Si P(A) = 0, 1% alors l’augmentation du risque de 30% donne
P(A | X̄ ) = 0, 13% ) augmentation brute du risque de 0, 03% soit
100 fois plus importante.
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Raisonnement inductif
Erreurs à ne pas commettre

1 Ne pas se tromper de question : P(A |B) 6= P(B |A)
2 Ne pas négliger le taux de base : la fiabilité d’un test n’est pas

suffisant, il faut s’intéresser à la probabilité a priori
3 Prendre en considération les faux positifs et faux négatifs : la

fiabilité d’un test s’évalue au regard de ces types d’erreurs I & II.
Sensibilité, spécificité et valeurs prédictives d’un test de dépistage :
http://www.adeca68.fr/prevention_et_depistage/
performances_dun_test_de_depistage.166.html
Important pour apprécier la pertinence de dépistages systématiques
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Raisonnement inductif
Erreurs à ne pas commettre

1 Ne pas se tromper de question : P(A |B) 6= P(B |A)
2 Ne pas négliger le taux de base : la fiabilité d’un test n’est pas

suffisant, il faut s’intéresser à la probabilité a priori
3 Prendre en considération les faux positifs et faux négatifs : la

fiabilité d’un test s’évalue au regard de ces types d’erreurs I & II.
4 Une affirmation extraordinaire requiert une preuve extraordinaire

Rappel : Test fiable à 99% 6= 99% de chance que le test soit vrai !
Exemple : Une maladie touche 0,1% de gens, vous passez un test qui
est négatif et fiable à 99%. Il serait étrange que votre probabilité
d’être sain soit passée à 99% alors qu’initialement elle était de 99,9%.
Au contraire le résultat négatif augmente votre probabilité d’être sain
Dans quelle mesure ? Si la preuve est fiable et notre degré de
croyance initiale est fort alors on y croira encore plus à l’issue du
test. Si on y croyait presque pas avant le test, on y croira plus que
« presque pas », ce qui ne signifie pas forcément d’y croire tout à
fait ! Si vous partez d’une croyance a priori extrêmement faible il vous
faudra une preuve extrêmement fiable pour passer la barre des 50%.
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Monty Hall
À vos boitiers !
Vous êtes candidat à un jeu télévisé animé par un présentateur.

Soit trois portes, l’une cache une voiture, les deux autres une
chèvre, répartis par tirage au sort et connu du présentateur.
Vous choisissez une des portes, mais rien n’est révélé.
Le présentateur ouvre une autre porte ne révélant pas la voiture.
Et vous propose avant d’ouvrir d’échanger votre choix.

Beeeeh que faites vous ? Est-il préférable :

A) De conserver son choix
B) De changer son choix
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Le paradoxe de Monty Hall
Le premier choix n’est pas toujours le bon...
Vous êtes candidat à un jeu télévisé animé par un présentateur.

Soit trois portes, l’une cache une voiture, les deux autres une
chèvre, répartis par tirage au sort et connu du présentateur.
Vous choisissez une des portes, mais rien n’est révélé.
Le présentateur ouvre une autre porte ne révélant pas la voiture.
Et vous propose avant d’ouvrir d’échanger votre choix.

Beeeeh que faites vous ? Est-il préférable :

A) De conserver son choix
B) De changer son choix
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Le paradoxe de Monty Hall
Explications

Vous choisissez la porte 1.

P(O
i

) = probabilité que le
présentateur ouvre la porte i

P(H
i

) = probabilité que la
voiture soit derrière la porte i

Ce que l’on sait a priori

Avant ouverture d’une porte :
P(H1) = P(H2) = P(H3) =

1
3

P(O3 |H1) =
1
2

P(O3 |H3) = 0
P(O3 |H2) = 1
Formule des probabilités
totales :

P(O3) =
3X

i=1

P(O3 |Hi

)P(H
i

)

=
1
2
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Le paradoxe de Monty Hall
Explications
Le présentateur ouvre la porte 3.

Ce que l’on sait a posteriori

Après ouverture de la porte 3 :

P(H2 |O3) =
P(O3 |H2)

P(O3)
⇥ P(H2)

=
1
1
2
⇥ 1

3

=
2
3

Vous devez choisir la porte 2 !
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Anatomie du raisonnement bayésien
Un modèle d’apprentissage

P(H |O)| {z }
probabilité a posteriori

=

vraisemblancez }| {
P(O |H)

P(O)| {z }
apport des observations

P(H)| {z }
probabilité a priori

P(H) degré de confiance que l’on a vis-à-vis de l’hypothèse H avant
de prendre en compte les observations
P(H |O) degré de confiance après prise en compte des observations
Le terme P(O |H) s’appelle la vraisemblance, et quantifie le degré
de compatibilité de l’hypothèse H et des observations O

La formule de Bayes est alors un moyen de relier la probabilité a

posteriori, et la probabilité a priori. C’est donc une formule qui
permet de réviser nos degrés de confiance en fonction des
observations et de rendre quantitatif le raisonnement inductif.
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Anatomie du raisonnement bayésien
Un modèle d’apprentissage

P(H |O)| {z }
probabilité a posteriori

=

vraisemblancez }| {
P(O |H)

P(O)| {z }
apport des observations

P(H)| {z }
probabilité a priori

Exemples de champs d’application :

Sciences cognitives bayésiennes : cerveau statisticiens des bébés
Inférence bayésienne en perception visuelle
Filtrage de spam
Réseaux bayésiens en apprentissage machine
Justice
...
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Formule de Bayes par xkcd

Crédits : xkcd – https://xkcd.com/1236/
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Variables aléatoires
Le concept de variable aléatoire formalise la notion de grandeur
variant selon le résultat d’une expérience aléatoire.
Une variable aléatoire X est une fonction X : ⌦ ! R qui permet de
passer d’une sortie d’une expérience aléatoire vers un nombre de R.
On distingue les variables aléatoires discrètes et les variables
aléatoires continues.
Exemples : La variable qui donne la somme des deux valeurs obtenus
par le lancé de deux dés (discrète), la variable qui donne la taille
d’un étudiant du DLST (continue).
Pour tout ensemble (borélien) A ⇢ R, cet ensemble est un évènement

{X 2 A} = {! 2 ⌦ : X (!) 2 A}

Exercice : Pour une variable discrète A = {k} et on note l’ensemble
[X = k], par ex. l’ensemble des cas où la somme des dés vaut 4.
Pour une variable continue on a par exemple un intervalle A = [a, b]
et {X 2 [a, b]} représente par ex. l’ensemble des étudiants dont la
taille se situe entre 1m70 et 1m80.
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Loi d’une variables aléatoires

L’application P
X

: B ⇢ R 7�! [0, 1] définie par :

P
X

(A) = P(X 2 A) = P({! 2 ⌦ : X (!) 2 A}), 8A 2 B ,

est une mesure de probabilité sur (R,B), appelée loi de X .
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Loi d’une variables aléatoires discrète
Exemple avec la variable somme des dés
Soit le cas considéré avec l’univers ⌦ = {(1, 1), (1, 2), . . . , (6, 5), (6, 6)}
et la variable aléatoire

X : ⌦ ! R
(!1,!2) 7! !1 + !2

L’ensemble des valeurs possibles de X est {2, 3, . . . 12}. La loi de X , ou
encore distribution de probabilité, est k 7! P

X

(k) = P(X = k) dont les
valeurs sont données par le tableau suivant :

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X = k) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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Densité et fonction de répartition d’une variables discrète
Exemple avec la variable somme des dés

La loi de X est k 7! P
X

(k) = P(X = k) ⌘ p
k

Le graphe (k , p
k

) (à gauche) représente la fonction densité
La fonction constante par morceau (à droite) représente la fonction
de répartition F : R ! [0, 1] définie par

F (x) = P
X

(]�1, x ]) = P(X  x) =
kX

i=1

P(X = x
i

), k t.q x
k

 x < x
k+1

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X = k) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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Densité et fonction de répartition d’une variables discrète
Exemple avec la variable somme des dés

La loi de X est k 7! P
X

(k) = P(X = k) ⌘ p
k

Le graphe (k , p
k

) (à gauche) représente la fonction densité
À droite sa représentation sous forme d’histogramme de largeur 1.

P
X

([a, b]]) = F (b)� F (a) =
X

i2I
1 · P(X = x

i

), i 2 I tel que a  x
i

 b

Il s’agit de l’aire des rectangles entre les abscisses a et b.
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Mesure de probabilité vue comme une mesure d’aire
Exemple avec le jeu de scrabble

Dans le cas du scrabble francophone (à gauche)
La probabilité de tirer la lettre A est P({A}) = 9

100 , la lettre B est
P({B}) = 2

100 , ..., P({Z}) = 1
100 (fréquences indiquées au centre)

On peut représenter cette probabilité sous la forme d’une aire, par
exemple pour la lettre E (à droite), traduisant la proportion de E par
rapport à l’ensemble de l’univers (d’aire 1).

) Ceci explique pourquoi la théorie des probabilité est une branche de la
théorie de la mesure !

Crédits : N. Gauvrit
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Densité et fonction de répartition d’une variables continue
Exemple avec la taille des étudiants

La loi de X : P
X

([a, b]) = P(a  X  b) probabilité que la taille
d’un individu soit comprise entre a et b.
Exemple : P

X

(1, 6  X  1, 9) = 0, 8.
Fonction de répartition
F (x) = P

X

(]�1, x ]) = P(X  x) =
R
x

�1 f (t)dt où f est la
densité de probabilité de X .
À droite des histogrammes approchant la densité.

P
X

([a, b]) = P(a  X  b) = F (b)� F (a) =

Z
b

a

f (t)dt

Il s’agit de l’aire de la fonction f entre les abscisses a et b.

Crédits : N. Gauvrit
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CQFR : Fonction de répartition et densité de probabilité

Fonction de répartition d’une variable discrète
soit X une v.a. discrète pouvant prendre les valeurs x1, x2, . . . xn
avec les probabilités p

i

= P(X = x
i

)

F
X

(x) = P(X  x) =
X

x

i

x

P(X = x
i

) =
X

x

i

x

p
i

Fonction de répartition d’une variable continue
soit X une v.a. continue, alors elle est caractérisée par une densité
de probabilité f

X

telle que :

F
X

(x) =

Z
x

�1
f
X

(u) du
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CQFR : Fonction de répartition et densité de probabilité

X variable aléatoire discrète ! distribution de probabilités
l’ensemble des m probabilités associés aux m modalités de X

p
i

= P(X = i)

X variable aléatoire continue ! densité de probabilités
Pour simplifier, on suppose f

X

continue et définie sur ]�1,+1[
f
X

(x) � 0, 8x 2 RR +1
�1 f

X

(x) dx = 1
P(a  X  b) = F

X

(b)� F
X

(a) =
R
b

a

f
X

(x) dx
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CQFR : Densité de probabilité

Pour simplifier, on suppose f
X

continue et définie sur ]�1,+1[

f
X

(x) � 0, 8x 2 R

R +1
�1 f

X

(x) dx = 1

P(a  X  b) = F
X

(b)� F
X

(a) =
R
b

a

f
X

(x) dx
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Espérance
Discrète vs. continue

E(X ) =
X

i

x
i

P(X = x
i

) E(X ) =

Z +1

�1
x f

X

(x) dx

Quelques propriétés : si a est une constante alors
E(a) = a

E(a X ) = aE(X )

E(X + a) = E(X ) + a

Propriété d’additivité : l’espérance d’une somme de variables aléatoires
(indépendantes ou non) est égale à la somme de leur espérance

E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2)

Indépendance des variables :

X et Y indépendantes ) E(XY ) = E(X )E(Y )
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Variance et écart-type
Définition variance :

V(X ) = E[(X �E(X ))2] = E(X 2)�E(X )2 =

Z +1

�1
(x�E(X ))2 f

X

(x) dx

Exercice : montrer que V(X ) = E(X 2)� E(X )2

Quelques propriétés : si a est une constante alors
V(X + a) = V(X )

V(aX ) = a2 V(X )

V(X + Y ) = V(X ) + V(Y ) + 2Cov(X ,Y )

Cov(X ,Y ) = E(XY )� E(X )E(Y ) = E[(X � E(X ))(Y � E(Y ))]

X et Y indépendantes, alors V(X + Y ) = V(X ) + V(Y )

Définition écart type :

�(X ) =
p

V(X )
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Variable centrée réduite, médiane et mode

On appelle variable aléatoire centrée réduite la v.a. Y construite
telle que

Y =
X � E(X )

�(X )

C’est le moyen le plus classique pour normaliser une v.a. Par
construction, on obtient E(Y ) = 0 et V(Y ) = 1.
La médiane est la valeur correspondant au milieu de la fonction de
répartition

~x : FX(~x) =
1
2

Si la loi de la v.a. est symétrique, alors la médiane = l’espérance.
Le mode d’une variable aléatoire est sa valeur la plus probable.
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Fonction de répartition et fonction quantile
Le cas continu

Soit F : R ! [0, 1] fonction croissante et continue avec
F (+1) = 1. Son inverse généralisée noté F�1 est défini par :

F�1(p) = inf {x 2 R : F(x) � p}, p 2 [0, 1]

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X est est
croissante continue et définie par :

F
X

(x) = P(X  x)

Son inverse généralisée F�1
X

s’appelle la fonction quantile de X et
la quantité F�1

X

(p) s’appelle le quantile ou fractile d’ordre p de X .
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Lois usuelles

Lois discrètes
loi uniforme discrète (le loto)
loi de Bernoulli (le tirage d’une pièce)
loi binomiale (plusieurs tirages d’une même pièce)
loi géométrique (temps d’attente d’un premier succès)

⇥ loi de Poisson (nombre d’éléments dans une file d’attente)
Lois continues

loi uniforme continue
loi normale ou gaussienne (Saint-Graal des statisticiens)
loi exponentielle (durée de vue de circuits electroniques)

* loi du �2 (adéquation d’une distribution empirique à une loi donnée)
* loi de Student (tests de comparaisons, intervalles de confiance)

* (abordées dans la Partie III), ⇥ (non abordée dans ce cours)
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Loi discrète uniforme
La loi discrète uniforme est la loi qui décrit le fait que chaque valeur d’un
ensemble finie de valeurs possibles a la même probabilité de se réaliser.

loi proba. espérance variance
U [a, b] P(X ) = 1

b�a+1 si a  x  b ; 0 sinon a+b

2
(b�a+1)2�1

12

Figure: Probabilité et fonction de répartition de la loi uniforme discrète
(n = b � a+ 1)
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Loi uniforme continue

loi densité espérance variance
U [a, b] f

X

(x) = 1
b�a

avec a  x  b a+b

2
(b�a)2

12

Figure: Densité de probabilité et fonction de répartition de la loi uniforme
continue
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Loi de Bernoulli : on tire une pièce une fois

Une épreuve de Bernoulli de paramètre p (réel compris entre 0 et 1) est
une expérience aléatoire comportant deux issues :

le succès, avec la probabilité p

l’échec, avec la probabilité 1 � p

loi proba. espérance variance
B(p) P(X = 0) = 1 � p ; P(X = 1) = p p p(1 � p)

Exemple 1 : Le lancer d’une pièce équilibrée est une expérience de Bernoulli de
paramètre p = 0.5.
Exemple 2 : On tire au hasard une boule dans une urne contenant 7 boules
blanches et 3 boules noires. On considère comme un succès le fait de tirer une
boule noire. Cette expérience est une expérience de Bernoulli de paramètre
p = 0.3 car la probabilité de tirer une boule noire est de 3/10.
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Loi binomiale : on tire la même pièce n fois
La loi binomiale est la loi associée à n répétitions, dans des conditions iid,
d’une expérience aléatoire dont l’issue est l’apparition ou non d’un
évènement.

Si X1....Xn

sont n variables de Bernoulli de paramètre p alors

X =
nX

i=1

X
i

; B(n, p)

loi proba. espérance variance
B(n, p) P(X = k) = C k

n

pk(1 � p)(n�k) np np(1 � p)

Exemple : On admet qu’un étudiant prend au plus un café par jour, que
chaque jour sa proba de prendre un café vaut p, et qu’il y a indépendance entre
ses choix quotidiens. La variable X décrivant le nombre de cafés pris par
l’étudiant en une semaine est une variable aléatoire de loi B(5, p)
Rappel : C k

n

= n!
k!(n�k)!
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Loi géométrique : temps d’attente du premier succès
On considère une épreuve de Bernoulli dont la probabilité de succès est p
et celle d’échec 1 � p. On renouvelle cette épreuve de manière
indépendante jusqu’au premier succès. On appelle X la variable aléatoire
donnant le rang du premier succès.

loi proba. espérance variance
G(p) P(X = k) = (1 � p)k�1p 1

p

1�p

p

2

Exemple : On lance successivement un dé équilibré jusqu’à l’obtention
d’un six. On pose X le nombre de lancers nécessaires. On a :

P(X = n) =

✓
5
6

◆
n�1 ✓1

6

◆
,

et donc X ⇠ G(p) avec p = 1/6.
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Loi normale = loi gaussienne (Saint Graal des statisticiens)

loi densité de proba. espérance variance
X ⇠ N (µ,�2) f

X

(x) = 1
�
p

2⇡
exp

⇣
� (x�µ)2

2�2

⌘
µ �2

−5 0 5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

dn
or
m
(x
)

µ = 0  σ2 = 1
µ = 0  σ2 = 5
µ = 0  σ2 = 0.2
µ = −2  σ2 = 0.5

La loi normale est l’une des lois de probabilité les plus adaptées pour modéliser
des phénomènes naturels issus de plusieurs événements aléatoires. Elle est en
lien avec de nombreux objets mathématiques dont le mouvement brownien, le
bruit blanc gaussien ou d’autres lois de probabilité qu’elle approche par le
théorème limite central. Elle permet la mesure d’erreur ou tests statistiques.
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Loi normale = loi gaussienne

Quelques propriétés
Loi normale centrée réduite : N (0, 1)
Si X ⇠ N (µ,�2) alors X�µ

� ⇠ N (0, 1)
Si X1 ⇠ N (µ1,�2

1) et si X2 ⇠ N (µ2,�2
2) alors

aX1 + bX2 ⇠ N (aµ1 + bµ2, a
2�2

1 + b2�2
2)

Propriété : conservation vis à vis de l’addition
Soit {X

i

} un ensemble de p v.a. normales de paramètres (µ
i

,�2
i

)
indépendantes. Alors leur somme est une v.a. normale de paramètres
(
P

µ
i

,
P

�2
i

)
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Loi exponentielle
loi densité de proba. espérance variance

X ⇠ E(�) f
X

(x) =

⇢
�e

��x si x > 0
0 si x < 0

1
�

1
�2

0 1 2 3 4

0
1

2
3

4
5

x

de
xp

(x
, 5

)

λ = 1
λ = 3
λ = 5

Cette loi permet entre autres de modéliser la durée de vie de la radioactivité ou
d’un composant électronique. Elle peut aussi être utilisée pour décrire par
exemple le temps écoulé entre deux coups de téléphone reçus au bureau, ou le
temps écoulé entre deux accidents de voiture dans lequel un individu donné est
impliqué.
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1 Introduction

2 Rappels de probabilité
Axiomatique
Conditionnement et indépendance

3 Variables aléatoires
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Fonction de densité et de répartition
Espérance et variance
Lois usuelles

4 Théorème limites
La loi des grands nombres
Théorème limite central
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La loi faible des grands nombres

On considère une suite (X
n

)
n2N⇤ de variables aléatoires non corrélées

définies sur un même espace probabilisé, ayant même variance finie V(X )
et même espérance E(X ). La loi faible des grands nombres stipule que,
pour tout réel " strictement positif, la probabilité que la moyenne
empirique

Y
n

⌘ x̄ =
1
n

nX

i=1

X
i

s’éloigne de l’espérance d’au moins " tend vers 0 quand n ! +1.

Théorème (loi faible des grandes nombres)

8" > 0, lim
n!+1

P
✓����

X1 + X2 + · · ·+ X
n

n
� E(X )

���� > "

◆
= 0.

Autrement dit, (Y
n

)
n2N⇤ converge en probabilité vers E(X ).
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La loi faible des grands nombres
Preuve de l’inégalité de Markov

Inégalité de Markov

Soit Z une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé
(⌦,A,P) et supposée presque sûrement positive ou nulle. Alors

8a > 0, P(Z > a) 6 E[Z ]
a

Démo : On a l’inégalité

8! 2 ⌦, Z (!) > a 1{Z(!)>a} ,

dès que a > 0. On en déduit que

E[Z ] > E[a 1{Z>a}] = aP(Z > a)
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La loi faible des grands nombres
Preuve : de l’inégalité de Markov à celle de Bienaymé–Tchebychev

Inégalité de Bienaymé–Tchebychev

Pour tout réel strictement positif ↵,

P (|X � E[X ]| � ↵)  V(X )

↵2

Démo : simple application de l’inégalité de Markov à la variable
(X � E[X ])2 et au réel ↵2 strictement positif compte tenu du fait que
{|X � E[X ]| � ↵} = {(X � E[X ])2 � ↵2}.
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La loi faible des grands nombres
Preuve : de l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev à la loi faible des grands nombres

Théorème (loi faible des grandes nombres)

8" > 0, lim
n!+1

P
✓����

X1 + X2 + · · ·+ X
n

n
� E(X )

���� > "

◆
= 0.

Démo : On a d’après l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev :

P(|Y � E (Y )| > ") 6 V (Y )

"2

On remarque que la variable aléatoire Y
n

=
X1 + X2 + · · ·+ X

n

n
a pour

espérance E(X ) et pour variance
V(X )

n
. Ainsi, pour tout n :

P
✓����

X1 + X2 + · · ·+ X
n

n
� E(X )

���� > "

◆
6 V(X )

n "2
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Théorème de la limite centrée

La variable aléatoire Y
n

=
X1 + X2 + · · ·+ X

n

n
a pour espérance E(X ) et

pour variance
V(X )

n
, donc la variable aléatoire

Z
n

=

p
np

V(X )
(Y

n

� E(X ))

est d’espérance nulle et de variance 1.

Théorème de la limite centrée

La suite (Z
n

) converge en loi vers une loi normale centrée réduite
Z ⇠ N (0, 1).
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Théorème de la limite centrée
Planche de Galton
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Théorème de la limite centrée
Planche de Galton
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